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PANGEOMETRIA 


Le nozioni sulle quali si fonda la geomelria elementare sono insiiiricicnti per 
dedurre da esse una dimostrazione del teorema clie la somma dei tre angoli di ogni 
triangolo rettilineo è uguale a due angoli retti, teorema della verità del quale nes- 
suno Ila duliilato sin’ora, poiché non s’ incontra alcuna contraddizione nelle con- 
seguenze che se ne sono dedotte , c le misure dirette degli angoli dei triangoli 
rettilinei si accordano, nei limili degli errori delie misure più perfette, con quel 
teorema. 

L’insulGcienza delle nozioni fondamentali per la dimostrazione di questo teore- 
ma ha costretto i geometri ad ammettere esplicitamente o implicitamente alcune 
supposizioni ausiliario, le quali, per quanto semplici esse appariscano , non sono 
però meno arbitrarie e per conseguenza inammissibili. Cosi per esempio si am- 
mette che un cerchio di raggio infinito si confonde con una linea retta ed una 
sfera di raggio infinito con un piano; che gli angoli di ogni triangolo rettilineo non 
dipendono che dal rapporto dei lati e non dai lati stessi , o finalmente , come si fa 
ordinariamente negli clementi di geometria, che per un punto dato di un piano non 
si può tirare che una sola'retta parallela ad un’altra retta data nel piano, mentre tutte 
le altre rette condotte per lo stesso punto e nello stesso piano debbono necessaria- 
mente, essendo prolungate sufficientemente, incontrare la retta data. S'intende sotto 
il nome di rcUà parallela ad un’altra retta data una retta che, per quanto si pro- 
lunghi dai due lati, non incontra mai quella alla quale essa è parallela. Questa de- 
finizione 6 per se stessa insufficiente, poiché non caratterizza abbastanza una sola 
linea retta. Si può dire la stessa cosa della maggior parte delle definizioni date or- 
dinariamente negli elementi di geometria; poiché queste definizioni non solamente 
non indicano la generazione delle grandezze che si definiscono, ma non dimostra- 
no neanche che queste grandezze possono esistere. Cosi si definiscono la linea 
retta ed il piano con una delle loro proprietà; si dice che le linee rette sono quelle 
che si confondono sempre allorché hanno due punti comuni ; che un piano é una 
superficie con la quale una linea retta si confonde sempre, allorché con essa ha 
due punti comuni. 
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In vece il' incouiinciare la geometria con il piano o la linea retta , come si fa or- 
ilinariamente , liò preferito d’ incomineiarla con la sfera ed il cerchio , di cui le 
definizioni non sono soggette al rimprovero di essere incomplete, poiché esse con- 
tengono la generazione delle grandezze che definiscono. In seguito definisco il 
piano come il luogo geometrico dellcinlcrsczioni di sfere eguali, descritte intorno 
a due punti fessi come centri. Kinalmentc definisco la linea retta come il luogo geo- 
metrico delle intersezioni di cerchi eguali, situati tutti in uno stesso piano c de- ‘ 
scritti da due punti fissi di questo piano come centri. Queste definizioni del piano 
e della linea retta accettate , tutta la teoria dei piani c delle rette perpendicolari 
può essere esposta c dimostrata con molta scmplicitii e brevità. 

Essendo dati una retta ed un punto in un piano, chiamo parnf/e/a alla retta 
data, condotta per il punto dato, la retta limite Ira ipiclle rette tirate nello stc.sso 
piano per lo stesso punto c prolungate da un lato della perpendicolare, abbassata 
da (|ucl punto sulla retta data, che la incontrano, e quelle che non rincontrano. 

Io ho pubhlicato una teorica completa delle parallele col titolo Gcomelriselie 
i ntersucliunijen sur Theorie dei- Pamllelliuii’ii{*).ìierhn I S4(). In der Finckesche.n 
Biichhandinng. In questo lavoro ho esposto prima tutti i teoremi che pos.sono 
essere dimostrati senza il soccorso della teoria delle parallele. Tra questi teoremi, 
il teorema che dà il rapporto d.clla .superficie di ogni triangolo sferico alla super- 
ficie della sfera intera sulla quale esso è tracciato è particolarmente osservabile 
{Geometr. Unlrrsitchuiigen 27 ). Se.i, lì, C, dinotano gli ^iigoli di un triangolo 
sferico e ~ due angoli retti, il rapporto della superficie ili questo triangolo alla su- 
perficie della sfera alla quale esso appartiene sarà eguale al rapporto di 

^-(A-t-U-H:— r) 

V ' 

a quattro angoli retti. 

in seguilo dimostro che la somma de’ tre angoli di ogni triangolo rettilineo' non 
può mai sorpassare due angoli retti (Oeomelr. Gniersnchunrn 8 19). e che se 
questa somma c uguale a due angoli retti in un triangolo rettilineo qualunque , 
essa lo sarà in tulli {Geometr. Untersuchungen § 20). Così non vi sono che due sup- 
posizioni possibili, ola somma dei tre angoli di ogni triangolo rettilineo è uguale a 
due angoli rcUi,equcstasupposizione dà la geometria cono.sciuta,o in ogni triangolo 
rettilineo questa somma è minore di due angoli retti , c quc.sla supposizione serve 
■li base ad un’altra geometria, alla quale io aveva dato il nome di Geometria im- 
maginaria, Iliache è forse più conveniente di chiamare Pangeoineiria , poiché 

1*) Études gèomUtiques sur la Théorie des Paraììèìes, par Lobatsoiiewsky etc; traduit 
do l’alleiusnd par J. Hoùd, profoBacur do Jlathóinatiques purea i la Paoulto dea Soiences 
de Bordeaa.v ; «uivi d’ «n K.drail ik li Vorrespondance ds Gauss ci de ,'ichumacher . \ Pa- 
ris 186 tì. ' 
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questo nome dinota una teorìa geometrica generalo, che comprende la geometria 
ordinaria come caso particolare. Segue dai principii adottati nella l’angcomeiria , 
che la perpendicolare p abbassata da un punto di una retta sopra una delle sue 
parallele fa colla prima due angoli , di cui I' uno è acuto, l'biamo quest' angolo 
angolo di parallelismo, ed il lato della prima retta dove esso .si trova, lato che è lo 
stesso per tutti i punti di questa retta, lato del parallelismo. Dinoto quest' .an- 
golo con poiché esso dipende dalla lunghezza della perpendicolare. .Nella 
geometrìa ordinaria si ha sempre II(/)) eguale ad un angolo retto per ogni lun- 
ghezza di p. Nella l’angcomeiria l'angolo ll(p) passa per tutti i valori da zero, che 
corrisponde a p=io , sino a II7J) eguale ad un angolo retto , per p=0 {Genmeir. 
Vnlersucliunijen J ili). Per dare alla funzione Ilfp) un valore analitico più generale, 
adotto che il valore di questa funzione per /) negativa, caso al quale la definizione 
primitiva non si estende , 6 fissalo dall' equazione seguente 

n(//)-+-n(— p)=it. 

r.osì, per ogni angolo A>0 c <i: , si potrà trovare una linea p tale che n,/i)=A, 

I 

in cui la lincap sarà^positiva se . Hcciprocamente, vi è per ogni linea p un 
angolo A tale che A =U(p). 

Chiamo cerchio limite il cerchio il cui raggio è iniinìto. Ksso potrà essere trac- 
ciato per approssimazione, costruendone nel modo seguente quanti punti si vor- 
rà. Prendiamo un punto sopra una retta indefinita ; chiamiamo questo punto 

vertice c questa retta asse del cerchio limite; costruiamo un angolo A>0 c <p il 

cui vertice coincide col vertice del cerchio limite c di cui l'asse sia uno dei lati ; 
sia infine a la linea che dà II[«)=A,c costruiamo sul secondo lato dell’angolo, a par- 
tire dal vertice, una retta ìa. Il punto che termina questa retta si troverà sul cer- 
chio limite. Per continuare la descrizione del cerchio limite dall'altro lato dell'asse 
bisognerà ripetere questa costruzione da questo lato. -Ne segue che tutte le rette 
parallele alf asse del cerchio limite possono e.sserc prese per asse. La rivoluzione 
del cerchio limite intorno ad uno dei suo assi produce una superficie che chia- 
ras sfera limite, superficie che 6 per conseguenza il limite al quale la sfera si av- 
vicina se il raggio cresce all’infinito. Chiameremo Passe di rivoluzione, e por 
conseguenza anche tutte le rette parallele all'asse di rivoluzione, assi della sfera 
limite. Le intersezioni della sfera limite con i suoi piani diametrali sono dei cerchi 
limili. Una parte della superficie della sfera limite , limitata da tre archi di cer- 
chio limite , sarà chiamata triangolo sferico limite; gli archi di cerchio limite .sa- 
ranno chiamati i lati, e gli angoli diedri Ira i piani di questi archi angoli del trian- 
golo sferico limite. Due rette parallele a una terza sono parallele tra loro {Geomctr. 
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[■nlfrsHchunr/en § 25). No segue che tutti gli .issi del cerchio limito c della sfera 
limite sono paralleli tra loro. Se tre piani s'interscgano due a due secondo tre rette 
parallele c si limila ciascun piano alla parte che è situala tra queste parallele , la 
somma dei Ire angoli diedri che questi piani formeranno sarà eguale a due angoli 
retti (ItcomHr. rnlnsuchìini/en J 28). Segue da questo teorema che la .somma de- 
gli angoli d| ogni triangolo sferico limite à eguale a due angoli retti, e tutto ciò che 
si dimostra nella geometria ordinaria intorno alla proporzionalità dei lati dei 
triangoli rettilinei può per conseguenza essere dimostrato nello .stesso modo nella 
Pangeomelriapcr i triangoli sferici limiti, rimpiazzando solamente le rette parallele 
ad uno dei lati del triangolo rettilineo con gli archi di cerchio limite condotti dai 
punti di uno dei lati del triangolo sferico limitee facendo tutti lo stesso angolo con 
questo lato. Cosi, per esempio, se p, q, r sono i lati di un triangolo sferico limitei 

rettangolo, e P, Q, ^ gli angoli opposti a questi lati , bisogna adottare , come per 
i triangoli rettilinei rettangoli nella geometria ordinaria, le equazioni seguenti 

p=rscnP=rcosy, 

/^=rcosP=rscnQ, 



Nella geometria ordinaria si dimostra che la distanza tra duo rette parallele è 
costante. Nella Pangcometri.a', al contrario, la distanz.a p di un punto di una retta 
dalla retta parallela diminuisce dal lato del parallelismo , vale a dire dal lato verso 
il quale è rivolto l'angolo di parallelismo Il(p). 

Sia ora s, . . una serie di arehi di cerchio simile compresi tra due rette 
parallele, che .servono di assi a tutti questi cerchi limili, c supponiamo che le parti 
di ciascuna parallela comprese tra due archi consecutivi siano tutte eguali tra loro 
ed eguali ad x. Chiamiamo F. il rapporto di s ad .r' 


s 


= E, 


in cui E è un numero maggiore deH’unità. 

Supponiamo da principio E=— , n essendo due numeri interi : dividiamo 
n> 

l'arco i in m parti eguali. Per i punti di divisione tiriamo delle rette parallele al- 
l'asse dei cerchi limiti: queste parallele divideranno ciascuno degli archi s\ s".... 
in m parli eguali tra loro. Sia A B la prima parte di s. A' B' la prima p.arte di 
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i, A" B" la prima parie di ctc. . . A A' A". . . i punii situati sopra una delle 
parallele, date , e poniamo A'B' sopra A B in modo clie A e A' coincidano, e che 
A' B' cada sopra A B. Uipctiamo questa sovrapposizione » volte di seguilo. Poiché 

per supposizione */=£■ > bisognerà che n.A' B'=,vt.AB, e che per conseguenza la 

seconda estremità di A' B' coincida , dopo la nw» sovrapposizione , con la seconda 
estremità di s, che sarà diviso in n parti eguali; saranno anche divisi cia- 

scuno in m parti eguali dalle rette parallele alle due parallele date. Ma se s' imma- 
gina che facendo la sovrapposizione indicata qui sopra, A' B' porti con se la parte 
del piano limitata da quest’arco e dalle due parallele tirate dalle estremità, é chiaro 
che neU’islcsso tempo che n volte A' B' copre tutto l' arco *, n. A'B'' coprirà tutto 
r arco s', e cosi di seguito, poiché in questo caso le parallele debbono coincidci'c 
in tutu la loro estensione, di maniera che si avrà 


n.X" B"=m.A'B' 


o, ciò che è la stessa cosa 




E. 



ciò che bisognava dimostrare. 

Per dimostrare la stessa cosa nel ea.so in cui E è un numero incommensurabile 
si potrà impiegare uno dei metodi usati per simili casi nella geometria ordinaria, 
lo ometto questi dettagli per abbreviare. Adunque 

s s' 



dopo di che non è diflicile di conchiudcrc che 


s'=jE-“’, 

in cui E é il valore di ^ perx, distanza tra gli archi s,s', eguale aH'unità. 

Bisogna osservare che questo rapporto E non dipende dalla lunghezza dell’arco t, 
c resta lo stesso se le due rette parallele date si allontanano o si avvicinano l'una 
all’altra. Il numero E, che é necessariamente maggiore dell’unità, non dipende 
clic dall' unità di lunghezza, che é la di.slanza tra due archi consecutivi , c che re- 
sta completamente arbitraria. I.a proprietà che abbiamo dimostrata per rap- 
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porlo agli archi t, . . sussiste per le aree P, P', P". . . limitate da due archi 
consecutivi e dalle due parallele. Si ha dunque 

P'=P. K-'. 

Se riuniamo n aree simili P,P',P“. . .P‘»-’> la somma sarà 

• I—K-* ’ 

Per n=3o , questa espressione dà T arca della parte del piano tra due rette pa- 
rallele, limitata da un lato dall’ arco s, c illimitata dal lato del parallelismo , ed il 
valore di quest’ area sarà • 

P 

1— E-*' 


Se scegliamo per unità delle aree l’arca P che corrisponde ad un arco t eguale an- 
che all’ unità c ad »=l , essa diverrà generalmente per un «reo s qualunque 

Es 

E— T’ 

Xella geometria ordinaria il rapporto dinotato da E è costante ed eguale all’unità ; 
ne segue che, nella geometria ordinaria, due rette parallele sono dapertutto equi- 
distanti, e che l’area della porzione del piano situata tra le due rette parallele , li- 
mitata da un'Iato solamente da una perpendicolare comune ad esse, è inlinita. 

Consideriamo un triangolo rettangolo di cui a, b, e siano i lati ed A , B , ^ gli 

angoli opposti a questi lati. Gli angoli A, B possono essere presi per angoli di pa- 
rallelismo n(a),n^J, corrispondenti a rette di lunghezze a,/ì positive, t'.ouveniamo 
ancora d’ indicare da ora innanzi con una lettera .accentata una retta di cui la 
lunghezza corrisponde ad un angolo di parallelismo che è il complemento ad un 
angolo rotto dell’angolo di parallelismo corrispondente alla retta di cui la lun- 
ghezza è dinotata dalla stessa lettera senza accento, di maniera ad avere sempre 

ll(a!-t-II(a’)=| ù, 


iHA;-t-ii!A’j= - n . 
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^inoliamo con f[a) la parie di una parallela ad un asse di cerchio limile inlercei- 
lala tra la perpendicolare all’asse condona per il vertice del cerchio limile ed il 
cerchio limilo slesso , se qtiesla parallela passa per un punto della perpendico- 
lare di cui la dislanra al vertice è «;e sìa infine l.(o) la lunghezza dcH'arco dal ver- 
tice sino a questa parallela. 

Nella geometria ordinaria si ha 

/(«)='» 

l.(o)=« 

per ogni linea a. 

Coniluciamo la perpendicolare A A' al piano del triangolo rettangolo di cui ì 
lati sono siali dinotali con a, b, c, perpendicolare che passa per il vertice A del- 
l’angolo n(a). Facciamo passare per questa perpendicolare due piani, di cui l'uno, 
che chiameremo il primo piano, passa anche per il lato A, e l’altro, il secondo pia- 
no, per il lato c. Costruiamo nel secondo piano la retta B B' parallela ad AA', che 
passa perii vertice B dell'angolo n(/3), e facciamo passare un terzo piano perB B' 
ed il lato a del triangolo. Questo terzo piano segherà il primo in una retta C C' pa- 
rallela ad A A'. Immaginiamo ora una sfera descritta dal punto B come centro, con 
un raggio arhitrario ma più pìccolo di a, sfera che segherà per conseguenza i due 
lati n, c del triangolo, c la retta B B' in tre punti che chiameremo il primo n, 
jl secondo m ed il terzo k. Gli archi di circoli massimi , intersezioni di questa sfera 
con i tre piani che passano per B, cerchi che uniscono a due a due i punti n, m,k, 
formeranno un triangolo sferico rettangolo in m, di eui i lati saranno m»=:II(/3), 
Am=n(c) , kn=n(a). L’angolo sferico kntn=n{h), e I’ angolo kinn sarà retto. Le 
tre rette e.ssendo parallele tra loro, la somma dei tre angoli diedri , che le parti 
dei piani AA'BB', AA'CC', BB'CG', situale tra le rette AA', BB', tX' formano tra lo- 
ro, .sarà eguale a due retti. Ne segue clic il terzo angolo del triangolo sferico sarà 
mAiì=n(«'). Si vede dunque che ad ogni triangolo rettilineo rettangolo di cui i 

lati sono a. A, c e gli angoli opposti 1I(*), ll(iS), ^ corrisponde un triangolo sferico 

rettangolo, di cui i lati sono Il(jS), Il'c), Il^a), e 'gli angoli opposti Il(a'), n(A), 

Costruiamo un altro triangolo rettilineo rettangolo, di cui i Iati perpendicolari tra 
loro siano a', a, l’ipolcnusa sia g, I1(X) sìa 1' angolo opposto al lato a, c n(ju.) l'an- 
golo opposto al lato a’. Passiamo da questo triangolo al triangolo sferico che gli 
corrisponde nello ste.sso modo che il triangolo sferico kmn corrisponde al trian- 
golo ABC. 1 lati rii questo triangolo sferico saranno per conseguenza 

n(ja), n(y), n(a). 
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III).'), Ila), j , 

ed esso avrà le sue parli eguali alle parli corrispondenti del triangolo sferico hmn, 
poiché i lati di quest'ultimo erano 

ii(c), n(/3i, n(a), 

e gli angoli opposti 

HiA), n(a'), 

ciò che mostra che i triangoli sferici hanno le loro ipotcnuse eguali ed un angolo 
adjacente eguale. 

Ne segue che 

, ij=^ , h=V 

e cosi l’esistenza di un triangolo rettilineo rettangolo con i lati 

«, i, c 

e gli angoli opposti 

n(«). ii(p). ^ 


suppone r esistenza di un altro triangolo rettilineo rettangolo con i lati 


c gli angoli opposti 


a, a', p 

n(A'),n(r), I. 


Si esprime la stessa cosa dicendo che, se 


a, b, c, a, p 
.sono le parli di un triangolo rettilineo rettangolo, 

a, a', .p, b', c 

saranno le parli corrispondenti di un altro triangolo rettilineo rettangolo. Se co- 
struiamo una sfera limite , di cui la perpendicolare \ A' al piano del triangolo 
rettilineo rettangolo dato sia un asse, e di cui il punto A sia il vertice , avremo 
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un triangolo situato sulla sfera limite e prodotto dalla sua intersezione con i tre 
piani condotti per i tre lati del triangolo dato. Dinotiamo i tre lati di questo trian- 
golo sferico limile con p, q, r, di modo che p sia l’intersezione della sfera limite 
con il piano ehe passa per a, 7 l’ intersezione della sfera con il piano che passa per 
b, r r intersezione della sfera limite con il piano che passa per e; gli angoli oppo- 
sti a questi lati saranno ll(a) opposto a p, II(a') opposto a 7, ed un angolo retto op- 
posto ad r. 

Per le convenzioni adottate qui sopra 7=1(6), r=L(c). La sfera limite segherà 
la retta CC' in un punto di cui la distanza daC sarà, per le stesse convenzioni , 
l\b); nello stesso modo avremo f[c) per la distanza del punto d’ intersezione della 
sfera limite con la retta BB' dal punto B. 

È facile vedere che si avrà 


/•(6)-f-/(a)=/(c) 


Nel triangolo di cui i lati sono gli archi di cerchio limite p, 7, r avremo 


Ma 

per conseguenza 


p=rscnll(a), 7=rcosU(a) 
L(a)=^E'^l*) 

L(/i)=r scnll{a) . E''*’ 


Mello stesso modo si ha 


L( 6 )z=rsenn 08 ).E'(“) 

Nello stesso tempo 7=rcosU(a), 0 ciò che è la stessa cosa, H6)=rcosU(a). Il pa- 
ragone dei due valori di L(6) dà l'equazione 

( 1 ) cosn(a)=senn(/ 3 ).Efl“> 

Sostituendo 6' ada e e aiS senza cambiare a, ciò che è permesso dietro ciò che è 
stato dimostrato più sopra, avremo 


eosII(6')=:scn n(e),E^'“> 

0 poiché 

n(é)-t-n(6')=^ 

sen U(é)=senn(e).E''‘‘' 

Nello stesso modo si deve avere 

senn(o)=senlI(p).E'*‘* 


2 


Digitized by Google 



i! 10 )( 

Moltiplichiamo l'ultima equazione per f/I”' e sostituiamo f-.c) in luogo di f{h]+f(d)', 
ciò darà 

scnn(o).E^<°'=senlI((T).E^< > 

Ma siccome in un triangolo rettilineo rettangolo i lati perpendicolari possono va- 
riare in modo da lasciare l' ipotcnusa costante , potremo porre in questa equa- 
zione 0 = 0 , senza cambiare c; si avrà cosi osservando che /(0)=0 c 11(0]=^, 

l=scnII((;).E< 




sei)U(c) 


per ogni linea c. 

Prendiamo ora l’equazione (i), 

cosn(oj=scn n^/3, .E'*"> 

1 

e sostituiamo in luogo di E^W; essa prenderà la forma seguente 

scn Il^o) 


( 2 ) cosn(ajsenIl(a)=scnn(^). 

Cambiando a, fi in h', e senza cambiare a troviamo 

senll[à)scnn(a)=ssen n(c). 


L'equazione (2J dà, cambiandovi le lettere 

• cosn(/3)senn{à)=senn(a;. 

Se cambiamo in questa equazione b, a in c, a', b', verrà 

(3) cosII(c)coslI(a)=cosn(à). 

Xello stesso modo avremo 


(4) cosn(e)cosn(f)=cosn(o) 

Le equazioni (£), (3), (4) si riferiseono ad un triangolo sferico rettangolo, di cui 
dinoteremo in seguito i lati con a, b, c, e gli angoli A, B, opposti ai lati o , A , e 
opposto a c. Nelle equazioni citate possiamo mettere a in luogo di n(/3), b in luogo 
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di n(c), c in luogo di n(o),|— A in luogo di n(a) , B in luogo di n(A). In questo 
modo le equazioni divengono 

senAsencsssena, 

(5) cosisenA=cosB, 

eosa cosi = cose . 

Le equazioni (5) si riferiscono ad un (riangolo sferico rettangolo, quale esso può 
essere dedotto da un triangolo rettilineo rettangolo, e di cui i lati non possono per 

conseguenza sorpassare Aggiungiamo che, se conduciamo un arco di circolo mas- 
simo per il vertice dell’angolo A perpendicolarmente al lato 6, questo arco segherà 
l’arco a 0 il suo prolungamento in modo che ciascuno degli archi, dal punto d'in- 
tersezione sino a b, sarà e l'angolo di questi archi sarà b. Dopo ciò, non è dìf- 
licile conchiudcrc che in un triangolo sferico rettangolo 

■a . , , it 

se uovra avere a<ix, A<|- ; 

z z z 

so ‘lovà avere «=-j. A=- , 

* K It It 

infine se dovrà avere u>> — , A>- 

Z Z Z 

Ne segue che, se supponiamo a> bisognerà supporre nello stesso tempo c>,^i 

A>^. Se prolunghiamo in questo caso i lati a, c al di là del lato b sino al loro punto 
* 

d'intersezione, avremo un altro triangolo sferico rettangolo di cui i lati saranno 

a— a, b, ic — o, e gli angoli opposti it — A, B, j, vale a dire un triangolo al quale 

le equazioni (5) saranno applicabili. Ma le equazioni (5) non cambiano di forma se 
vi si sostituisce a — a ad a,i: — c a c e a — A ad A, ciò che dimostra che le equa- 
zioni (5) si applicano ad ogni triangolo sferico rettangolo. 

Passiamo ad un triangolo sferico qualunque, di cui i lati siano a, b, e c gli an- 
goli opposti A, B, C, senza supporre che uno degli angoli sia retto, poiché le equa 
zioni (5) sono dimostrate per questo caso. 

Abbassiamo dal vertice dell' angolo C un arco di cireolo massimo p perpendieo- 


Digilized by Google 



K H 

lare al lato c. Possono accadere i casi seguenti: o la perpendicolare p cade nell’in- 
lerno del triangolo , divide l'angolo C in due parti D, C — D, ed il lato c in due 
parti, z opposta a D, e e — x opposta a C — D ; o questa perpendicolare cade fuori 
del triangolo, ed aggiunge un angolo D all'angolo G ed un arco x al lato c. 

Nel primo caso, il triangolo sferico dato sarà la somma di due triangoli sferici 
rettangoli, flati di uno di questi triangoli saranno p , z, a ; gli angoli opposti 

B, D,-. Nell'altro i lati saranno /», c — i, b; gli angoli opposti A, C — D,— .L’ap- 

plicazione delle equazioni (5) al primo triangolo dà 

.«enp= senoscnB, 
senz= senosen 0, 

(A) cospscnI)=cosB, 

eoszsenB = cosI), 


cosn = cospoosz.. 

Il secondo triangolo fornisce nello stesso modo 
senp=.senAsen A, 
sen(c— z)= senAscn(C— D), 

;b) 

eospscn (G — D)=cosA, 
cosp cos (c— sr) =cos b. 

Il paragone dei due valori di senp in [A) ed in (B) dà in seguito 
(0) scnoscnB=scnàsen A. 

1,' ultima delle equazioni (B), essendo divisa per 1' ultima dellc_cquazioni (A) dà 

cosi 

tangz= cotange 

coso cose 

Ua la combinazione della seconda, della terza, c dell' ultima delle equazioni (A) dà 

tangx=tanacosB 
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Il paragone di questi due valori di tang^; ci conduce all’equazione seguente: 

(■) cosò — cosaCosc = senasenccosB. 

Se la perpendicolare p cade fuori del triangolo, ed aggiunge l’ arco x all’ arco c 
c l’angolo D all’angolo C, si formeranno similmente due triangoli sferici rettangoli. 
I lati di uno di questi due triangoli saranno p , x , a , c gli angoli opposti 

i: — B, D, i lati dell’altro saranno p,c-^-x,b, gli angoli opposti A,C-+-D,^. 

L’applicazione delle equazioni (5) al primo triangolo dà 

scn/)=son a sen B, 


senx=senasenD, 

(C; — eosB=cos/)scnl), 

cosD=cosic.senB, 
cusa=cospcosa;. 

Il secondo triangolo di cui p, c+x, b so’no i lati , ed A , C+D, ^ gli angoli op- 
sti, fornisce nello stc.sso modo 

.scnp=senAsen A, 

sen (c-t-*)=sen <>sen (C-+-D), 

(D) eosA=cos;)scn(C-4-D), 


cos(C-t-D)=cos (c-t-«)]scn A, 


cos 6 = cos p cos(<; +*) . 


, Il paragone dei due valori di senp in (C), (D) dà di nuovo l’equazione (6). Dalle 
due equazioni (Q, (D) ricaviamo 

cosb 

tangsscotangc— , 

cosa cose 


e dalle equazioni (C) 


tang®= — tangacosB. 


Il paragone di questi due valori di tangx ci conduce di nuovo all’equazione (7) che 
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è cosi dimostrata, del pari che l'equazione (fl)lo è stata qui sopra, per tutti i triangoli 
sferici in generale. 

L’equazione (7) dà con cambiamenti di lettere le due seguenti 
cos a— cos ico8c=seii ése nc cos A , 
cos c — cos a cosi=scn a seni cos C, 

Moltiplicando I’ ultima per cosi, aggiungendo il prodotto alla prima e dividendo 
la somma per scn i. 


cos a sen i= sen e cos A-H scn a cos i cos C. 

Sostituendo in luogo di sene il suo valore 

sene 

scnc= sena, 

sen. A 

conformemente all’ equazione (6), e dividendo in seguito per sena verrà 

(8) cotangasen i = cotang A sen C-t-cos i sen C. 

Rimpiazzando seni con il suo valore 

scn B 

seniaasena- , 

.sen A 

e moltiplicando in seguito l'equazione per sen A, viene 

cos a sen B=cos A cos C sen A+sc n C cos A , 
da cui ricaviamo, con un cambiamento di lettere , 

cosisen A= cosacosCscn B-t-sen CcosB. 

L’eliminazione di cosi tra queste due equazioni ci conduce aU’cquazionc seguente 

(9) cosascnBsenC=cosBcosC-l-cosA 

Le equazioni (6) , (7) , (8) , (9) sono quelle stesse die si danno ordinariamente 
nella trigonometria sferica, c die si dinroslrano coll’ aiuto della geometria ordi- 
naria. 

Segue da ciò clic precede che la trigonometria sferica resta la ste.ssa , sia die 
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si adotti la supposizione cbe la somma dei tre angoli di ogni triangolo rettilineo è 
eguale a due angoli retti , sia che si adotti la supposizione contraria , che questa 
somma è sempre minore di due retti; ciò che è osservabilissimo e non ha, luogo 
per la trigonometria rettilinea. Prima di dimostrare le equazioni che esprimono , 
nella Pangeometria , le relazioni fra i lati c gli angoli di ogni triangolo rettili- 
neo, andiamo a cercare per ogni linea s la forma della funzione che abbiamo 
dinotata sin' ora con II(s). Consideriamo a tale oggetto un triangolo rettilineo ret- 
tangolo, di cui i lati sono n,b,cc gli angoli opposti ll(a), n(j3),| ; prolunghiamo c 

al di là del vertice dell'angolo II(^) , c facciamo il prolungamento eguale a p. La 
perpendicolare a /3, elevala all'estremità di questa linea c dal lato dell' angolo op- 
posto per il vertice a n(/9), sarà parallela ad a ed al suo prolungamento al di là 
Ilei vertice di Il(i3). Conduciamo ancora per il vertice di II(a) una retta parallela a 
questo stesso prolungamento di a. 

L'angolo che questa retta fa con c sarà ll(c-+-/3| , e l’angolo che essa farà con h 
sarà U{b), e si avrà l’ equazione 

(n) n(A)=n;r+-p)-4-n(«}. 

Se prendiamo la lunghezza ^ a partire dal vertice dell'angolo n(/3j sul lato 
c stesso , ed eleviamo all’ estremità di 0 la perpendicolare a 0 dal lato dell' an- 
golo n[/9), questa retta sarà parallela al prolungamento di a al di là del vertice 
dell’angolo retto. Conduciamo per il vertice dell’angolo II(a) la retta parallela al 
Secondo prolungamento di a. L’angolo di questa parallela con c sarà in tutti i casi 
n(f — 0), e l'angolo che essa fa con b sarà n(é); per conseguenza 

(n') n;A)=n(c— /3)— n(a). 

È facile convincersi che questa equazione è vera non solamente se c'^0, ma an- 
che se c=p c so c<Ì0. In effetti , se c=p, si ha da una parie 

n(r-p)=n;o)=|- , 

dall'altra parte, la perpendicolare ac, condotta per il vertice dell'angolo fl(ai , di- 
viene parallela ad a, donde segue che 

n(A]=J-n(a), 

ciò che si accorda con la nostra equazione. 
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Se c<!^, r estremità della linea p cadrà al di là del vertice dell' angolo II (a), ad 
una distanza eguale a f — e. La perpendicolare ai3 in questa estremità di ^3 sarà 
parallela ad a ed alla retta condotta perii vertice dell'angulo n(aj parallclamcnic 
ad a, donde segue clic i due angoli adiacenti che questa parallela fa con c saranno 
l'angolo acuto eguale a l’ottuso eguale a nja)-t-Il^à). Ma la somma dei due 

angoli adiacenti è sempre eguale a due retti , cosi 

_n(p— c) -+-n;a)-t- nii)=n , 
n(A)=i— n(p— c)— n(a). 


Ma, per la definizione della funzione II(x), 

rt_n(/3-c) =n(c— g), 
n(à)=n(c— p)— n(aì , 


ciò che dà 


vale adire l'equazione trovata più sopra, che è cosi dimostrata per tutt’ icasi. 
Le due equazioni (n), (II') possono essere rimpiazzate dalle due seguenti 


n(à)=^n(c-t-p)+-n(e-p) , 


ii(«)=ln(c-p)-5n(c-t-p). 


Ma r equazione (3j ci dà 


cosll(c): 


cosII{6) 


cosll(a) 

sostituendo in questa equazione in luogo di II(à), II(a) i loro valori viene 


cos 


cos|ln(e+p)-fi n(«-p)j 


cos[in(c-p)-^n(cH- 1 

Daqucslc equazioni deduciamo la seguente > 

\ \ 1 
tan*g-n{c)=tang-'n(c— p) Ung - n(c-t-A • • 

Le lince c c /3 potendo variare indipendentemente l’iina dall'altra in ogni triaii- 
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gole rettilineo rettangolo, possiamo porre successivamente nell' ultima equazione 
r=p, c=2g,. . .,c=:nj3, e concludiamo dalle equazioni così dedotte die in ge- 
nerale per ogni linea e e per ogni numero intero positivo n 

1 1 
tang*-n {c) = tang - n(nc). 

•È facile dimostrare la verità di questa equazione per n negativo o frazionario , 
donde segue che scegliendo l’unità di lunghezza tale che si abbia 

I 

tang^n(1)=e-‘ , 


in cui e à la base dei logaritmi Neperiani, si avrà per ogni linea x, 


tan-|n(x)=e**. 

Questa espressione dàn(x)s=jperx=0,ell(x)=0perx=oo ,II(x)=itperJ!=— « 
cunformeinentc a ciò che abbiamo adottato c dimostrato più sopra. 

^ 11 valore trovato per lang— n'x) dà per ogni linea x, 


senll(x)= 


2 


cosII(x)= 




.X I is-X 




e per due lince arbitrarie x, y 

' i-+-cosn(x)cosn(j) 

senn(x-yl=-- * - '^ . °qg;" - qg' , 

^ 1 — cosn(®)cosn(v; 

„ , , cosn(x)H-cosII(y) 

1— cosII(x)cosn(y)j 
cosIl(x)-t-ensn(y) 
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l,c equazioni (2), (3), (4), che abbiamo irovate per un triangolo sferico rettango- 
lo, si riferiscono anche ad un triangolo rettilineo rettangolo di cui i lati sono a, b, c 

c gli angoli opposti II(a), n(y3) e^. Dunque, rimpiazzando n(«) con A, n(P) con B, 

« 

avremo, per ogni triangolo rettilineo rettangolo di cui i lati sono a, h, e, ed in cui 

tt 

A è rangolo opposto ad a,B opposto a i,lc - apposto a c le equazioni seguenti 
eosII(o)cosA=:scnB, 

(IO; ensn(c)cosA=cosn(/() 

cosn;f;cosB=cosn(a) . 

A queste equazioni aggiungiamo ancora requazione seguente ebe è stata dimo- 
strala piu sopra 

(11) scnn(rt)senn,7/)=senll(e) . 

La prima delle eqnaztoni (10) può, cambiando le lettere Ira loro, essere scritta cosi 

senn(ò’cosB=sen A. 

t 

Sostituendo il valore di cosB, ricavato dalla terza delle equazioni (10), viene 
senll(6)cosn (a)=sen AcosIT (e). 

Eliminando da questa equazione senili) per mezzo dell’ equazione (11) avremo 

(12) langn(c)=senAtangII(o). 

Siano ora a, 4, c i lati di un triangolo rettilineo qualunque, ed A, B, f! gli angoli 
opposti a questi lati. .Abbassiamo dal vertice dell'angolo C la perpendicolare;) 
sul lato e. Se p. cade nell' interno del triangolo, in modo da dividere l’angolo C in 
due angoli D c C — D,cd il lato c in due parti, x opposta a D, c—x oppostaa C — D 
si formeranno due triangoli rettilinei rettangoli. I lati di uno di questi triangoli sa- 

t: 

ranno p, x, b, gli angoli opposti A, D,~; i lati dell'altro saranno p, c — x, a e gli an- 
goli opposti B, C — D,^. 

z 

L'applicazione dcH'equazione (12) al primo di questi triangoli dà 
iangn{ò)= senA tangll(/)). 
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Dal secondo di (|uesli triangoli ricaviamo allo stesso modo 
tangn(a)=senB tangll(p), 

donde concludiamo 

(1 3) senA tangn(a)=8cnB tangn(é) . 

L’applicazione delle equazioni (IO) ed (11) al primo triangolo fornisce: 

cosn(é)cosA = cosll(r) 
se nn(*)sonn(/))se nll(6) . 

Il secondo triangolo dà 

sennjp) scnll(c — x ] = se nn(a) . 

Sostituendo in questa ultima equazione, in luogo disenll(c— «), Usuo valore ri' 
cavato dalla formola generale trovata più sopra per scnn{'X—y), viene 

senll(a) senn(c)senn(») 

senn(p) 1 — cosn(c)cosn(z)' 

Donde deduciamo, sostituendo 
* 

senn(/»)= 
eosU(«)=3eosIIiA)cos A , 

r equazione seguente 

(It) I— c'osn(6)co*nic)«>»A=:^^^^5i^~i!5^. 

senn(a] 

Le equazioni (13), (14) si vcrifìcano'da se stesse, se A=s~ , o se la perpendicolare 

z 

p si confonde con il lato h; poiché in questo caso , l'equazione (13) si riduce al- 
l’equazione (1 3) , e l’equazione (14)' all’equazione (■11), equazioni che sono state 
dimostrate per ogni triangolo rettilineo rettangolo. Se la perpendicolare p cade 
fuori del triangolo sul prolungamento di c, ed aggiunge una linea * alla linea c, 
ed un angolo D all’ angolo C, si formano due triangoli rettangoli; i lati dell’ uno 

sono p,x, b, e gli angoli opposti A, D,— ; i lati dell’altro saranno p,c-i-x,a, e gli 

z 

angoli opposti B,C-t-U,-. L’ applicazione dell' equazione (13) al primo di questi 

z 

triangoli dà 

lang II(é;=|sen A tang n(p). 


senn^A) 
senS© ’ 
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Dal secondo triangolo ricaviamo nello stesso modo 

tangn(a)=s enJ) langll(p; . 

Eliminando tangll(;)) dalle due ultime equazioni, si trova di nuovo l'equazione (13). 
L’applicazione delle equazioni (13), (11) al primo triangolo fornisce 

— cosn(i)cosA=cosn(ap), 


sen n(6)=senn(*)senll(p); 


Dal secondo triangolo ricaviamo nello stesso modo 

senII(Oy’=senn(p) senll(c-t-*) 

Rimpiazzando in questa equazione senll(c-t-z:) col suo valore ricavato dalla for- 
mala generale trovata più sopra per senn(x-|-^), si lia 


scnn(g) senn(c]senll(a:) 

senll(p) 1 ■+■ co8n(c)cosII{*) 


Sostituendo in questa equazione 


sen n(p)=. 


scnn(i) 
senn[a:) ’ 


viene 


cos 1I(*)= — eosn(6) cos A , 

scnn(o) senll((;) 

senll(i) 1 — oosII(i)cosn(c)cosA ’ 


equazione identica all'equazione (li). 

L' equazioni (13), (14) sono così dimostrate per ogni triangolo rettilineo. 
L'equazione (14) dà, con un cambiamento di lettere 

1 — cosn(r)eosn(a) 

' senll(6) 

Moltiplicando queste equazioni membro a membro con l'equazione (14), troviamo 


1—1 


cosn(c)cosII(o)cosB — cosII(A)cosn(c)oosA I 


-t-cosn(o)cosn(A)cos*n(c)cos AcosB 


=sen*n(c) , 
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-+-cosn(a)cosn(6)oos*n(c)cosAcosB ; 
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Sopprimendo in questa equazione il fattore comune cos n(e), abbiamo 
cosn(c)+cosn(o)cosn[i)cosn(c)cosAcosB— cosn(n)cosB— cosn(i)cosA= 0 . 
Nello stesso modo troviamo 

cosII[a)-f-cosn(a)co8n[ò)cosn{eJcosBcosC — cosn(A]cosC — cosn(i;)cosB=0 

Molliplicliiamo questa equazione per cosA, e togliamo il prodotto dal prodotto del- 
l'equazione precedente per cosC; avremo 

cosII(a)(co8 A-t-cosBcosC)=cosn(c) (cosC-t-cosAcosB) . 

Elevando i due membri di questa equazione al quadrato e dividendo dopo per 
cos'n(r), essa prende la forma seguente 


cos’n(a) , . „ . 

-^^(cosA-HcosBcosC)*- 


(cosC-t-cosAcosB)*. 


Ma l’equazione (13) dà 


1 . sen A , 

— rrlang n(a). 

cos*n c) sen’C ° ' ' 


Se sostituiamo nella penultima equazione in luogo di il suo valore 

cosn(c) 

dato dall' ultima, viene 

, sen*A , /cosC-t-cosAcosBv* 

cosTlol-l ;-scn*n(o=( — : 1 , 

sen'C VcosA-hcosBcosC / 


ed in seguito 


" “^“'-VcosA+cosBcosC; ' 

.w, sen'A, sen*B(sen*C — sen’A) 

sen’n(o) 1 ^ )=—, — : 

•senV/ (cosA-i-cosBcosC)’ 


Dividendo i due membri di questa equazione per sen'C — sen*A,ed estraendo lara- 
dice quadrata, verrà 

, scnBsenC 

senII(o)= , 

cosA-t-cosBcosC 


senza ambiguità di segno, poiché i due membri dell’ ultima equazione sono tutti e 
due positivi. In effetti, n(a)<-, B<it, C<z, donde segue che i seni di questi an- 
goli sono positivi. In seguito 

1 1 

cosA-l-cos(B-l-C)=2cos;(A-l-B-t-C)cos3 (B-l-C — A). 

2 a 
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Ma pcr uousegucnza 


sarà positivo, del pari die 


cos^ (A+B-t-(') 


cos- (B+r. — A) 


Aggiungendo a ciascuno dei membri deli‘,ultima equazione il numero positivo 
scnBscnC, troviamo 

cosA+cosBcosC>0. 


Adunque, in ogni triangolo rettilineo 


( 15 ) 


cosA-t-cosBcosC= 


senBscnli 


senll(o) 


La moltiplicazione deir equazione (U) membro a membro con l’ equazione se- 
guente , die ne risulta per un cambiamento di lettere 


(16) 

dà 


1 — cosn(a)cosn(i)cosC= 


scnn(a)scnn(à) 


senD(c) 

(1— cosn(o)cosn;/i)eosC][1— cosn(à)co8n(c)ecsA]=sen*n(é), 


alla quale si può, dopo eseguita la moltiplicazione indicata nel primo membro , 
dare la forma seguente 

cos*n(6) — cosn(a)cosn(A)cosC— cosn(ò)cosn(c)cosA 
-t-cos‘n(6)cosU(a)cosU(e)cosAcosC=0, 
o, dividendo per cosll(ò) 

(H) cosII(i)-t-cosJI(a)cosII(i)cosn(c)cosAcosrj 

— cosII(a)cosC — cosII(r)cosA=0 . 

Ma troviamo, per l’equazione (13) 

senII(c)senC 


cosIl{c): 


senA 


' — eotangn(a). 


In questa equazione, possiamo sostituire a senll(c) il suo valore ricavato dall'equa- 
zione (16); dopo di clic 

senn(ò)cosn{a)senC 


CusU(r]=: 


(1 — cosn(o)coslI(ò)co8C]sen A 
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1^ soslituzionc (li questo valore di cosn(e) ncH cquazionc (17) ci dà 


( 18 ) 


cotangAseiiCsenn(fr)+cosC: 


cosll(i) 

cosll(a)' 


Riuniamo le equazioni (13) , (11), (15), (18) che esprimono le dipendenze tra i 
lati e gli angoli di ogni triangolo rettilineo per facilitarne l’applicazione; 


(19) 


scnAtangD(a)=scnBtangII(A) 

senn(A)scnn(e) 


I — eosnjA)coslI(e)cosA= 


cosA-l-eosBcosC= 


scnll(n) 

senBscnC 

senn(a) 


eotangAscnCscnn(A)-t-eosC=: 


cosn(A) 

cosll(a) 


A cominciare da queste equazioni laPangeometria diviene geometria analitica, e 
forma in questo modo una teoria geometrica completa e distinta. Le equazioni (19) 
servono a rappresentare le linee curve con equazioni tra le coordinate dei loro 
punti, a calcolare le lunghezze e le aree delle curve , le superficie ed i volumi dei 
corpi, come l’ahbiamo dimostrato nelle memorie scientifiche deH’Univcrsità di Ka- 
san per l’anno 1829. 

É stato osservato sopra che la Pangcomctria dà la geometria ordinaria, se sup- 
poniamo le lince infinitamente piccole. Possiamo ora verificare questa asserzione. 

Per ogni linea x infinitamente piccola, possiamo ammettere i valori approssi- 
mati .seguenti 

rotangIl(x)=J 
senn(*)=:1 — 
cosn®)=x 

Se riguardiamo i lati del triangolo come infinitamente piccoli di primo ordine , e 
trascuriamo gli infinitamente piccoli di un ordine superiore al secondo, le equa- 
zioni (19) prenderanno , dopo la sostituzione dei valori approssimati di .scnn(a), 
senTl(i) ecc. la forma seguente 

AscnA=tasenB, 
n*=6*-t-c* — 2 AccosA , 
cos A-t-cos(B -l-C)=( I , 
a.soii{A-t-()=//sen A. 
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Le (lue prime di queste equazioni sono le equazioni conosciute della trigonometrìa 
ordinaria. Le due ultime danno 

A-f-B+Cssic. 

• 

Chiamiamo , perdere un esempio della rappresentazione delle linee curve per 
mezzo di equazioni tra le eoordinate dei loro punti, y la lunghezza della perpendi- 
colare abbassata da un punto della circonferenza di un cerchio di raggio r sopra 
un diametro fisso di questo cerehie, ed x la parte di questo diametro tra il centro 
cd il piede della perpendicolare y. L’applicazione dell' equazione (11) al triangolo 
rettangolo di cui i lati sono x,y, r dà 

(20) scnll(af)senn(y)=senll(r), 

che è l’equazione d'un cerchio tra le coordinate rettangolari ® y. Se conveniamo 
di contare x a partire da una estremità del diametro, rcquazionc (20) diviene 

senn(r— *)senn[y)=senll(r) , 

0 sia 

2(c'-he-')=(e'-*-l-e-'+“0 («’'+«■'')• 

Se dividiamo questa equazione per e' , e poniamo dopo r=oo avremo l'equazione 
seguente, che è l'equazione del cerchio limite 

2=(ev-hc-»)c-*, 

0 

1 

scnn(y)=tang-llia:). 

Segue dalla definizione del cerchio limite che due archi del cerchio, condotti per le 
estremità di una stessa corda , sono egualmente inclinati su questa corda , pro- 
prietà che potrebbe servire di definizione al cerchio limite , e dalla quale si può 
anche dedurre l'equazione dì questa curva, considerando il triangolo di cui i lati 
sono X, y e \ì corda 2a del cerchio limite ; gli angoli di questo triangolo saranno 

n(a) — n(y) opposto ad x, 0(a) opposto ad y c-^ opposto a2a, Confermemente alle 
equazioni (10), (11) si ha in questo triangolo 

senn(®)scnn(y)=senll(2a), 
senII(!c)cos[n(a) — nfy)]=scnll(n), 
senll(y)c oslI(a)=senlll(a) — Il(y)l. 

L’ ultima equazione dà 

(21) 2langn!y)=tangll(«), 
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c la prima può essere scritta cosi 


seiin(*)scnll(y)= 


scti*n(n) 

1 -t-cos'-n(a) 


Sostituendo in questa equazione , in luogo di scn’Il(a), cos’nja) i loro valori in 
lan(f’n(o),^ introducendo il valore di tang'II'a) ricavato dall’equazione (il), viene 


ed in seguito 


donde noi deduciamo 


8enn(x)scnn(y)= 
senn(®) 


2taiig*n(v) 

< -»-2tang’n(y) 

2scnII’y) 


A. 


I -t-sen'n(y) ’ 
[H-seiiIlfi/))’ 


2cos’-n(x')= — , 

i ^ ’ t-4-sen*n(,v) ’ 


2sen*-n(*’) 


l-+-8en*ri'jf) ’ 


Dividendo l’ultima di queste equazioni per la penultima, ed estraendo la radice 
quadrala, avremo 

tang-n(x')=- 


donde 


sci>n(y): 


l-+-senll{y) 

I — Ung^ ,»') 
l-l-tangi II(t') 


Il secondo membro di questa equazione può prendere la forma seguente 

c(Mt~ Iljy) — sei! - n(x’) 
z 2 

1 i ’ 

eos- n(»').4-sen-n(a!') 

2 x 


d t I 

sen[-i:— sen-ri(x) ^ 

1 j =— f^=lang- l!(x), 

cosl-a — ^n(x')| cos- il (a) 


c per oonsegucnza 


)( Ì6 il 


scnll(!/)=iang- 


come abbiamo trovalo più sopra. 

Per dare un esempio della rettificazione delle curve , cerebiamo 1' espressione 
della lunghezza di una circonferenza di cerchio di raggio r. Conduciamo due raggi, 

di cui l'angolo al centro sia — , ove n dinota un numero intero, .\bbassiamo dal- 
n 

r estremità di uno di questi due raggi la perpendicolare p sull’altro. Il prodotto 
np differirà tanto meno dalla lunghezza della circonferenza del cerchio quanto n 
è più grande. Il triangolo rettangoio di cui p è un cateto, r l’ ipotcnusa , c 

— l'angolo opposto a p dà (equaz. (13) 


.Ma è conosciuto che 
per n=x , mentre che 
ed 


scn — lang langn(r), 
u 

2it 

lini(«.seti — 
n 


- tangn,/;)=— — — 
n H{e’‘—e ”) 

h(c''— e~’^!=inp, 


con una approssimazione tanto maggiore quanto n è più grande e conseguente- 
mente p è più piccolo. Dopo ciò 


vale a dire 


circonferenza (r)=n/)=2i:,cotangn(r), 


circonferenza (r)={t ^ — 
ciò che dà, per p piccolissimo 

circonferenza (r)=2itr. 


come nella geometria ordinaria. 

Determiniamo ancora l'arco idi cerchio limite per mezzo delle coordinale; y 
perpendicolare abbassala da una estremità dell'arco s sull'asse condotto per l'altra 
estremità, x parte di questo asse compresa tra il vertice dell’arco cd il piede della 
perpendicolare. Sia c la corda dell'arco s \ siano similmente c, , c, , c, . .le corde 

111 

degli archi 53 *• • • abbiamo dimostrato più sopra (equaz. 21) che 

1 

colangIi;y)=2cotangn(-c). 
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Similmenlc si ha 


)( *7 )( 


cotangn,'jc)=2colangni-c,), 

1 1 

colaiigII(-c,)= 2 cotangll -c,', 

1 1 

cotangn;- e,)=2 cotangn;-r,). 

c generalmente, per ogni numero n intero positivo, 

1 I 

cotangn(-e,_,)=2cotangn(jcJ, 

donde conchiudiamo 

ì 

cotangn^)— 2*+' cotangn(-f„). 

Se n c un numero grandissimo, c per conseguenza una linea pieeolissima , 
avremo 

2**'cotangni-eJ=>2“c, , 

Ma 2*c,=s, per n=x , donde segue che 

[22) js=cotangn(y) 

Determiniamo ancora l’arco s di cerchio limite per mezzo della parte t della tan- 
gente al vertice dell’ asse condotto per una estremità dell’ arco compresa tra il 
punto di contatto e rintersezione della tangente c dell’asse condotto per l’altra e- 
stremità dell’arco*; vale a dire determiniamo la funzione che abfiiamo denotata 
precedentemente con L((). Nel triangolo di cui i lati sono c, t, f[i) e gli angoli op- 

^ Tt 1 

posti n[t);s — n(-c),- — n(-c), troviamo applicando l'equazione (IH). 

2 2 « 

senni()tangn(c)=scnn(-jc)tangn(/). 

Ma abbiamo veduto che (equaz. 21) 

I 

tanglIj|C)=2tangn(y), 

al che aggiungeremo l'osservazione che 

scn*ll(.^e) 

tangn(c) 


2cosn^c) 
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e viene 

cosn(()=2colangIl,;^c), 
vale a dire, in virtù dell'equazione (22) 

cosII(()=i=L(<). 

L’equazione della linea reità ha una forma mollo complicala , se si vuole che 
essa sia generale, c che rappresenti la linea retta, qualunque sia la sua posizione 
per rapporto agli assi delle coordinate. Abbassiamo da un punto fisso della retta 
data la perpendicolare a sull’asse della x , e chiamiamo L l'angolo che questa 
perpendicolare fa con la retta. Chiamiamo ancora y la perpendicolare abbassala 
sull’asse delle a; da un' altro punto della retta data, di cui f sia la distanza dal 
primo punto ; sia finalmente x la parte dell'asse delle x compresa tra le due per- 
pendicolari. Conduciamo una linea retta per il vertice di a ed il piede di y, e sia 
r la lunghezza della parte di questa retta compresa tra quei due punti. Si for- 
meranno due triangoli, 1' uno rettangolo con i lati a,x ,r egli angoli opposti 

A , A, - ; 1 altro con i lati y. r, t„ c gli angoli opposti L — X, C,-‘— A. 

» ** • ^ 

L applicazione delle equazioni (10), (11) al primo di questi triangoli dà 

senII(x)senn(o)=scnn,r) , 
scnII(x)cosX=sen A, 
scnll(a)cosA=senX, 
cosII(r)cosA=cosn(ir), 
cosnir)cosX=cosIl(a) 

Da queste equtzioni ricaviamo 

langA=langn(*)eosIl(«), 
tangn(r)=tangn(x)scnII,rt)cosA, 
tangX=tangni(i)cosIl(x) , 
cosll(T)=cosIl(r)eosA , 
senX=senn((i)eosA. 


L'applicazione dell'ultima delle equazioni (19) al secondo triangolo fornisce 

cosll(r) 

colang(L— X)cosAscnU(r)-t-scnA=— , 
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donde segue che 


)( i!« ;( 


, cosllir) 

colang(L — X)cosAscnII(r)-|-8cnA 

cosn(r)(langL — tangX) 

(1 -l-tangLtangX)cosAsenn[a)senn(a:)-(-scnA(t!ingL— tangX) 

Sostituendo in questa •equazione in luogo di tangX il suo valore viene eosIl^)= 


cosn{r)(langL — langn’a)eosIi;aj)] 

1 1 -hta.igUangn((i)cosn;j';JcosAscnn;«)senII;a:) -f senA[tangL — tangri(a)cosn(x ] 


Sostituiamo in questa equazione in luogo zìi cosII(r] il suo valore; troveremo, fatte 
tutte le riduzioni, die 

(23) eosn(»'i=: ^'^*'!l‘°^ senn(a)cotangn Tlcotanglli'L). 

' senU,®; 


Se la retta data è parallela all'asse delle s , si avrà L=II(a), e l' equazione (23) 
prenderà la forma seguente; 

_cosII{a) cosll(a) 


cosllj^): 


0 

(24) 


scnllij) tangll(®) 
eosII(^)=cosn;a).«"* 


Se dinotiamo con s, s' le lungliczze di due archi di cerchio limile compresi tra 
l'asse delle x e la retta parallela a quest’asse c di cui il primo «sia tangente ad a 
al piede di a, ed il sceondo Clangente ad y al piede di y, avremo, secondo ciò che 
abbiamo dimostrato 

j(=eosn(a). 


Itopo di che 


s'=:cosn(y), 

4-'=se-^, 


io cui X il la distanza tra i due archi s s'. Questa equazione mostra che la costante 
E, introdotta più sopra per dinotare il rapporto costante di due archi di cerchio 
limite compresi fra due parallele , di cui la distanza è eguale all' unità , è eguale 
ad e, vale a dire alla base dei logaritmi neperiani. 

Se poniamo, nella equazione (2‘3), a=0, e se poniamo it — L in luogo di L avremo 

cosn(v)=cotangn!®)cotangL, 
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che è per cooscgueoza l' equazione di una retta che passa per I' origine delle 
coordinate x, e fa un angolo L con l’asse delle x, ciò clic si accorda con l’ equa- 
zione (IO). 

Consideriamo ora un quadrilatero, di cui due lati a, y, sono perpendicolari al terzo 
lato X. Sia c il quarto lato, e ? l’angolo tra acc, mentre l'angolo trac e y è retto. 
Conduciamo la diagonale r, clic passa per il vertice dell’ angolo f c per il vertice 
dell’angolo retto opposto. Questa diagonale divide il quadrilatero in due triangoli 
rettangoli. I lati dell’uno di questi due triangoli sono a, x, r, c gli angoli opposti 

A, X, i lati dell’altro sono y, c, r, e gli angoli opposti p— X, — — A.-j. 
L’applicazione delle equazioni (IO), (I I), (13), al primo di questi triangoli dà 

scnn(r)=scnn(a)scnll(®), 
senAtangn(o)=senX tangll(*), 

(G) 

coslI(r)cosA=cosII,a:) 
cosIlir)cosX=cosn(a) ; 


Il secondo triangolo fornisce nello stesso modo le equazioni seguenti 
scnn(y)scnll(f)=seiin(r) , 
seiiII(y)cos(p— X)=cosA, 

(H) 

cosll(r]cos(p — X)=cosn(c), 
cosII(r)senAs=cosn(y). 


L'equazione (12) applicata al primo triangolo dà 


(K) 


tangn(r)=scnXlaiigII(*), 

tangII/)=senAtangn(u) 


mentre rapplicaziune della stessa equazione al secondo triangolo fornisce 


(L) 


tangll(r)=scn( 9 — X)taiign j/j , 
tangU(r)=cosAlangIl(<ij . 


Sostituendo nella seconda delle equazioni (X) per scnll(r( il suo valore ricavato 
dalle equazioni (G), troviamo 


cosII(r)= 


seiin[s)coslI(a) 
scn A 
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La sostituzione di questo valore di cos Il(r) neirultima delle equazioni (FI) dà 
(25) cosn(y}=scnll(x)cosn(o). 


Dividendo membro a membro I' ultima delle equazioni (H) per la terza delle equa- 
zioni (G) viene 

. cosn(tf) 
tangA = — . 
cosir®) 


Sostituiamo in questa equazione il valore che abbiamo trovato per cosII(y) in luogo 
di eo«n[y), avremo 

tangA=langn(x)cosn(a). 


La divisione membro a membro della seconda delle equazioni [(ì) per l'ultima di 
queste stesse equazioni produce 

iangXlangn x) _ senAlaiign(g) 
cosn(r) co!-n(o) 


Sostituendo in quesa equazione in luogo di senA il suo valore ricavalo dall'ultima 
delle equazioni (H), si trova 


t3n§X.-^ — . . 

cosll(a) 


cotangII(x) 


Rimpiazzando finalmente in questa equazione cos n(y) con il suo valore trovalo 
più sopra, viene 

tangX=cosII[x)tangn(a). 


La combinazione della seconda delle equazioni (H) con la prima delle equazioni 
(L) dà ancora 


tang(f»— X)= 


senll(y) cosA 
eosII(y)langn(r) 


COSA 


o se sostituiamo il valore di lang ll(r) dato dalla seconda delle equazioni (R) . 


tang(? — X)=tangAtangn[o)cosn(y). 

Questa equazione prende, sostituendovi in luogo di tangA.tangX i loro valori tro- 
vati più sopra, la forma seguente 


tan n(a) , 


32 )( 

Questa equazione mostra che x è sempre reale, se l' angolo p 6 maggiore ili n(a) e 
minore di un angolo retto, o se x — p>n(o), x — Il valore di eosHi) è posi- 

M 

tivo, se^' >>p>n(a), e la linea x è per conseguenza anche positiva, ina si invece 

j >s - p>n(«) il valore di cosn(a?) diviene negativo e la linea lé situata dall’altra 
parte della perpendicolare a. 

(’.iò dimostra che se due rette, situate in uno stesso piano, non s'ineontrano per 
quanto si prolunghino senza però essere parallele, esse debliono essere tutte c due 
perpendicolari ad una stessa retta; tutte le coppie di rette che essendo nello stesso 
piano non sono nò parallele nè perpendicolari ad una stessa retta debbono neces- 
sariamente tagliarsi Le rette che essendo in uno stesso piano s’intcrseganò ne- 
cessariamente dopo un prolungamento sudicicnte sono dunque quelle per ciascun 
punto delle quali l’angolo che la retta passante per questo punto fa con la perpen- 
dicolare abbassata da questo punto sull’altra retta, è minore dell'angolo di paralle- 
lismo corrispondente alla lunghezza di questa perpendicolare. Per mezzo dei risul- 
tati precedenti , è possibile di semplificare molto I’ equazione generale della linea 
retta (13), nel caso in cui la retta alla quale l'equazione appai tiene non intersega 
l’asse della x. 

Sia a la perpendicolare abb,assata suH’assc delle x da un punto fisso , ma arbi- 
trario. preso nella retta data; I. quello dei due angoli tra questa perpendicolare c 
la retta, che è situato dalla parte delle x positive. Cerchiamo da principio una li- 
nea l tale che 

COI n{0=langII(a)colangL, 

ciò che è sempre possibile finchòL II(n), vale a dire finche la retta non taglia 
l’asse della x. Portiamo questa retta l sull' a.sse delle x a partire dall’ origine delle 
coordinate, dalla parte delle x positive o negative, secondo il segno di l. Eleviamo 
all’estremità della linea l la perpendicolare all’ asse delle x ; prolunghiamola 
sino a che essa incontri la retta data, c sia b la parte di questa perpendicol.arc 
compresa tra la retta data e l’asse delle x. L'angolo sotto il quale questa perpen- 
dicolare incontrerà la retta data deve essere retto per l’equazione (20). Se conve- 
niamo ora di prendere il piede della perpendicolare h per origine delle coordina- 
le, .avremo, per 1’ equazione (23), 

(27) cosn(ò)=cosn(y)senll(x), 

che è l’equazione generale di una retta che non taglia l’iisse delle x. Potremmo 
porre in questa equazione y=n e nello stesso tempo x=r. — l, ciò che dà 

cosn(ò)=:eosn(a)scnn(/); 
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questa equazione. prende, se si sostituiscono, in luogo di cosII(/;i) , senll[/), i loro 
valori, la forma seguente 

cosn{v;scnn(x)=cosII(a) I — tang’II(a)cotang*L. 

Il secondo membro di questa equazione diviene immaginario tosto che si ha 
tangll(a) cotangb>l , vale a dire per ogni retta che sega l'asse delle x. 

Per mezzo di ciò che precede, possiamo risolvere il prob'ema di trovare la distanza 
tra due punti di cui la posizione nel piano 6 determinata dalle loro coordinale ret- 
tangolari x, I/, e i' v'. Poniamo per abbreviare 

\x=sf — X , Xy=y' — y. 

Abbassiamo la perpendicolare dal vertice di y sopra y', c dinotiamo la lunghezza 
di questa perpendicolare con q, mentre che y, dinota la parte di ;/' compresa Ira 
l’asse della af c la perpendicolare q. 

In conseguenza della equazione (23), avremo 

■ cosn(y,)=cosniy)scnII(Aa!), 

eosn(f/ )=cosn(A»)scnII (/,). 

Dopo aver determinalo i valori di y,, q per mezzo di queste equazioni, la distanza 
cercala dei due punti, dinotiamola con r, sarà data dalla equazione seguente, che 
si ricava dalla equazione (I I), 

scnll(r)=scnn(y' — y,)scnll(q). 

Se Xx, Ay, c per conseguenza </,r, sono piccolissimi, di maniera che si possono 
trascurare le potenze superiori di queste quantità rispetto alle inferiori , r rappre- 
senterà r elemento ds di una linea curva , all’ espressione del quale si perviene 
prendendo 

I 

senllif/)=l — -f/“, 

1 

. . eosn(«/)=y— - q\ 

scnll(r;=l — -^r*, 
senll(y'— y,)=l — (y'— y,)*, 
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dopo che viene 


)( n ì( 


Ix 

senn(v) 

,is=ì / ■ 
y scn*n (y) 

Per il cerchio limile si ha 

senn(y)=e"*. 

Dalle espressioni generali che delcrminano scnll((i] cec. in funzione di a , e che 
sono state date più sopra si ricava 

drt((j)=— senn(n)d(i, 

dopo che si trova, dilTerenziando l’equazione del eerohio limite, 
scnn(y)cosn(y)</y=e~*(/af, 
e dx.e* 


integrando per rapporto ad *da ar=0, si trova 


0 altrimenti 


v=V r“ — 1 , 
?=eotangn(y;, 


come abbiamo trovato più sopra. 

Se dinotiamo con r la distanza di un punto di una linea curva dall’ origine delle 
coordinale , e con l’angolo ohe questa distanza r fa con l’asse delle x positive, 
avremo, nel triangolo di cui i lati sono y,x, r, per l’equazione (12), 


tangll,r)=sen 5 )tangn{y). 


Prendendo i logaritmi dei due membri di questa equazione , c dilTerenziando per 
rappoi'to ad y, f, r, viene 

Da questa c(| nazione ricaviamo ** 

dv 

rfy=(cotangf(fiiH-^^^g^j) cosn(y) 
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0, sostituendo in luogo Ji cosIl(y) il suo valore in r e 9; 

C0S9C0sn(r)d9-l-seii9(lr 
\/ ( — cos*9COS*n(r) 

Per esprimere (ir in r e 9, prendiamo (equaz. IO) 
cosn(r)cos9=cosn(j;) . 

La differenziazione per rapporto ad r, 9, sr dei logaritmi dei due membri di que- 
sta equazione fornisce , 

sen‘n(r)(fr sen*IHa:)(fx 

cosll(r) **''89 9 eosllfx) 

donde ricaviamo, per mezzo delle equazioni 

scnllli)scnn(y)=senll(r), 

cosn(rjcos9scosll(x) , 

l’equazione seguente, che esprime il valore cercato 

<ix cos9senn(r)(/r — d9scn9Cotangn;r) 

senll(y) V 1 — eos’9C08’II(r) 

dopo elle 

(/i= V^dr’-i-(f9*cotang*n(r) 

Per il cerchio, supponendo che l’origine delle coordinate è al centro , troviamo, 
poiché (fr=0, 

dr=(Ì9C0tangn(r) ; 


integrando da 9=0 sino a e moitiplicando il risultato per i , avremo 1' 0- 

spressionc seguente della circonferenza del cerchio di raggio r 

2 «cotangn(r), 

che coincide con quella che abbiamo trovala piu sopra. 

Re chiamiamo s un arco di cerchio limile , contato dall'asse delle x , la rivolu- 
zione di s intorno all' a-sse delle x produrrà una parte di sfera limite, e rcstreraità 
di quest’arco descriverà una circonferenza di cerchio, che si determina sulla .sfera 
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liroite nello stesso modo che una circonferenza di raggio s è determinata nel suo 
piano nella geometria ordinaria , donde segue che la circonferenza deve essere 
eguale a Da un'altra parte, la circonferenza dello stesso cerchio, considerata 
nel suo piano, in cui la perpendicolare y, abbassata da una estremità dell' arco s 
sull' asse di cerchio limite che serve da asse delle x e passa per l’altra estremità, 
è il raggio del cerchio, sarà data, nella Pangeometria, dalla formolo 


donde segue che 


2iccotangIl(v), 
?=colangnj!/) , 


come è stato dimostrato precedentemente. 

Per trovare l'elemento delle aree piane, dividiamo il piano con cerchi limiti, che 
hanno tutti per asse l' asse delle x, di modo che la distanza di ciascun cerchio li- 
mite dal seguente sia infinitamente piccola, e possa essere espressa da dx. Sia s 
l'arco di uno di questi cerchi limiti, compreso tra l'asse delle x ed un punto di 
una linea curva data di cui le coordinate siano x, y. Sia ancora s' l’arco di un al- 
tro di questi cerchi limiti, compreso Ira l’asse delle * ed un punto dtlla curva da- 
ta, determinato dalle coordinate x+dx.y-^dy. 

La parte inilnitamcnic piccola del piano compresa tra s ed *' da una parte c tra 
la curva c f asse della x dall’ altra parte avrà per espressione 


o, sostituendo s=cotangn(y). 



dS= 


cdxcotanglli'y) 

r — I. 


Come esempio, determiniamo l’area del cerchio limite per il quale abbiamo tro- 
valo r equazione in coordinate rettangolari , 

scnll(y)=c“*, 

*■ per mezzo della quale troviamo l’espressione seguente del dllTerenzialc dell’area 
cercata 

dS= — (fycosn(y)cotangn;t/). 

e — ! 

Integrando questa espressione da y=0, troviamo, per farea compresa tra l’ arco 
di cerchio limite, l’ asse della x e l'ordinata y 

c I 

S= -^;^[cotangn(y)— -n-t-ll (y)]. 


Digilized by Google 


)( 37 )( 

Abbiamo veduto che la parte di un piano compresa tra due rette parallele, prolun- 
gate indefinitamente dal lato del parallelismo , e limitata da un arco s di cerchio 
limite, al quale le due parallele servono da assi, ha per espressione 

es ecotangII[p) 

~1 ~ ■ 

Dopo di che abbiamo trovato, per l'area compresa tra due rette parallele , di cui 
runa perpendicolare ad y, condotte per le due estremità di y e prolungate indefi- 
tamente dal lato del parallelismo, la formola 

n(y). 

Per mezzo di questa formola, possiamo determinare l’area di un triangolo rettilineo 
rettangolo in funzione degli angoli di questo triangolo. Siano'perció i lati del trian- 

gole a, A, c, e gli angoli opposti A=:n(a),lf=n(>3),-. Prolunghiamo l’ipotcnusa c a 

* 2 

di là del vertice deirangolon(f), c facciamo il suo prolungamento eguale a La per 
pendicolare a /} condotta per l’estremità di ;9sarà parallela al prolungamento del 
lato a, c l'arca della parte del piano compresa tra queste due parallele prolungate 
■ndclìnilamcntc dal lato del parallelismo c limitata dall’altro lato dalla linea ^ avrà 
per valore 

Se tiriamo ora per il vertice dell'angolo A una parallela alla perpendicolare , che 
sarà per conseguenza inclinata sopra c sotto l’angolo n(c-l-;8), c sarà anche paral- 
lela al prolungamento di a, il valore della parte del piano tra c-h/3 c le due paral- 
lele prolungate alLinlinito dal lato del parallelismo sarà 

-K— n(c-t-/0). 

Z 

>'cllo stesso modo, la parte del piano tra A, la retta condotta per il verfice di A e 
il lato a con il suo prolungamento, è 

=i,r-n(A). 

Dopo ciò, la somma di — Il (p) e di -^—11(0), diminuita di ^ — Il(c-t-/3), sarà l e- 

Z Z ' z 
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sprcssionc deH’area del triangolo, clic avrà quindi per valore 

-^ 11 — n(A)— n(/3-4-n(c-t-p). 

2 


Ma abbiamo dimostrato che 

n(/;)=nia)4-nfc-t-?). 


Sostituendo nella espressione deirarcadel triangolo rettilineo rettangolo in luogo 
di n(A) il suo valore, l'espressione di quest’area prende la forma seguente 


vale adire, clie l'area d’un triangolo rettilineo rettangolo è eguale alla differenza 
tra due angoli retti e la somma dei tre angoli del triangolo ; donde segue ancora 
elio l'arca di ogni triangolo rettilineo è eguale aH'ccoesso di due angoli retti sulla 
somma dei tre angoli del triangolo. Ciò segue da ebe l'area di ogni triangolo retti- 
lineo è la somma delle aree di due triangoli retliiinei'rettangoli. 

E facile di dedurre da ciò clie precede, clic l'arca di ogni quadrilatero è eguale 
all’ eccesso di quattro angoli retti sulla somma dei quattro angoli del quadrilatero , 
c in generale ebe l’area di ogni poligono di n lati 6 eguale aH’eccesso di (n — 2 )k 
sulla somma degli angoli del poligono. 

Consideriamo in particolare un quadrilatero , di cui due lati a, y siano tutti c 
due perpendicolari al terzo lato a:, e di cui il quarto lato l è pcrpeiidieolarc al 
lato a, e fa con y un angolo, clic dinotiamo con io. .Vbbiainu dimostrato più sopra 
(equaz. i5) clic tra le parti costilucnti di un tale quadrilatero esiste l’ equazione se- 
guente * 

cosll (a)=cosIIj'|/)seiiII(a:). 


Se consideriamo x, y come variabili cd a come costante, l’area di questo qua- 
drilatero si esprime, come ogni area piana, secondo ciò die è stato dimostralo piu 
sopra, con l'integrale 


djrcotangII(p), 


che applicato al caso che ci occupa, dà , sostituendo il valore di cotang n(j/) , il 
valore seguente deH'area 


p ilx cosII{a) 

' V^sen*n(a!) — cos’ll/i'i 
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mcntrfi questa stessa area è, in eonseguenza del teorema che esprime l’area di 
ogni polìgono piano in funzione degli angoli 


ciò che dà 

;m) 


=— z — w, 
ì 


in — (.)= eosn(a) f 77= 
“ " oV scn*: 


ilx 

Tl(r)— cos*n(o) 


l.'angolo (0 clic il lato t fa con il lato y, è dato daircquazionc seguente (cquaz. 20) 


laug(.J=r 


langn.y; 
eosll (a:) 


Se scriviamo', nella equazione (M), a in luogo di n(«) c 5 in luogo di II(i] , essa 
iliverrà 


1 

— n — (■) 

2 


cosa 


di 

I* senSVscn’a — scn *5 


in cui a è una quantità costante, 

L'esattezza del valore trovato per questo integrale può essere verificata per 
mezzo della dillerenziazìone. La Pangcoinctria indica cosi un nuovo metodo per 
trovare i valori approssimati degli integrali definiti. Sia dato l'integrale 


/Ad», 


in cui A è una funzione data di x; per calcolare il valore di questo integrale , bi- 
sogna porre A=cotangII'i/), c determinare i valori di y', y", . . che corrispon- 
dono ad x', x", . . presi arbitrariamente tra i limiti dell’integrazione ; dopo , 

bisogna calcolare la lungbczza delle corde che riuniscono i vertici di y' ad y", di 
y" ad y "',. . ,c cosi di seguilo, c gli angoli clic ciascuna .conia fa con il prolunga- 
mento della corda seguente. La somma di questi angoli darà il valore approssimato 
dell’integrale. 

L' arca della parte del piano compresa tra una retta data c due rette parallele 
tra loro, condotte per le estremità della retta data e prolungate indefinitamente 
dal lato del parallelismo sarà eguale a a meno la somma dei duc^angoli che le due 
parallele fanno con la retta data, poiché questa figura può essere riguardata come 
un triangolo di cui uno degli angoli sarebbe nullo. 

L’area di una curva piana può essere divisa in clementi per mezzo di rette tutte 
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parallele ad una retta data, per esenopio aH'asse delle y. Se conduciamo per l'e- 
stremità dell'ascissa * una retta parallela all'asse della y, questa retta farà con l’asse 
delle » un angolo eguale a ll(x); la retta condotta per l'estremità dell'ascissa x-\-dx 
farà similmente con l'asse delle x un angolo eguale a U{x+dx), donde segue clic 
l’arca della parte del piano compresa tra dx c queste due parallele sarà eguale a 
— dn[x). Sia ora u la lunghezza della parte della prima parallela compresa tra 
l’asse delle x e la curva; la parte dell'area compresa tra le due parallele che è fuori 
della curva data sarà per quello che è stato dimostrato più sopra 

— e-"</n(*) , 

donde segue che la parte di quest’arca clic è situata tra la curva c l' asse uelle x, 
vale a dire l’elemento deH'arca della curva avrà per espressione 

dS=— (I— e-’'v/n(ir). 


Per calcolare l’area di un cerchio di raggio r, bisogna ncH’cspressione generale 
deH’elcmento dcU’area di una curva, trovata precedentemente, espressione che era 


dS=dxcotangn(y) , 

sostituire il valore di eotang n(y), ricavato dalla equazione del cerchio 
senn[x)senn(y)=senll[r) , 

in cui l'origine delle cordinatc rettangolari è al centro del cerchio. Ciò dà 


dS=(/x^ 


sen’n(») 

sen*n(r) 


-I. 


Integrando da <c=:0 troviamo 


i /cosIIxì\ /cotangni*j\ 

S= — Trr- are. sen ( — ) — are. seni --r- 1. 

scnll(r) \cosn(r)/ \cotangn(r) / 


Per x=r ciò dà, per l’arca del quarto di cerchio 


1 

■ — Tt; 


‘iscnll(r) i 

moltiplicando per 4 troviamo per l’arca del cerchio 

1 
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Se r ò estremamente piccolo, questa espressione dà l'area del cerchio =itr* , che 
è la stessa espressione che la geometria ordinaria fornisce per l'area del cerchio. 

L’espressione precedente dell’area del cerchio ci permette di dare all’elemento 
dell'area di ogni linea curva ancora l'espressione seguente 

» 

dS,=(l<f( 1— — 

^\,senll(r) / 

in cui r è il raggio vettore condotto dall’ origine delle coordinate ad un punto 
della curva, e l’angolo che questo raggio vettore fa con una retta fissa, che passa 
per l’origine delle coordinate. 

L’ applicazione di questa formola alla determinazione dell’ area di un triangolo 
rettilineo, di cui i lati sono a, b, c, c gli angoli opposti A, B, C, dà, se riguardiamo 
gli angoli A, C, cd i lati b, a come variabili 


( 8enll(é) *) 


l’area del ‘nangolo- , . 

Il lato b si esprime in funzione dir. A, B per mezzo dell'ultima delle equazioni (19) 


cotangBsenAsenn(r)-HcosA: 


_cosn(c) 

cosII(A)’ 


Ricaviamo da questa equazione il valore di scnlI(A) , e sostituiamolo nella espres- 
sione dell’area del triangolo; verrà 
A 

dk 

l'area del triangolo=\ —A. 


H7: 


cos*n(c) 


(cotangBsenAseon(c)-i-cosA)’ 

Ma è stato dimostrato che l’area del triangolo è 

=«— A— B—C , 

in cui A e B sono degli angoli dati, e C è dato dall’equazione (19) 

senAsenB 

cosC-t-cos A cosB= — . 

scnll(c) 

Il paragone di queste due espressioni dell’area del triangolo dà in seguito 


a-B-C_J^ 


dA(cotangBsenAsenn(c)-(-CosA] 

• V [cotangBsenAscnn(c)-i-cosA]* — cos’n(r 
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Se B=- questa equazione dà 
« 


« dA 

^ J cos'A — cos’n(c) ’ 


equazione che, dopo rinlegrazione, prende la forma 



ciò che è d'accordo con l'equazione che determina C. Si possono dedurre da ciò 
che precede due espressioni del valore dell'area di ogni poligono chiuso , I' una 
espressa da un integrale definito, I' altra dipendente solamente dalla somma degli 
angoli del poligono. I duo valori della stessa area debbono essere eguali tra loro. 
Si ha in questo modo un nuovo mezzo per trovare il valore di molti integrali defi- 
niti , valori che sarebbe sovente diOicile di trovare in un altro modo. 

Per darne ancora un esempio, consideriamo un triangolo rettilineo rettangolo , 
che ha per lati dell'angolo retto x, y, c per ipotcnusa r. Sia A l’angolo opposto ad 
yeB l'angolo opposto ad x. L'equazioni (IO), (11) danno per questo triangolo 

sen*t(x)scnll(y)=senn/r), 

scnn(T)eosB=senA, 

cosn(r)cosA=cosn(j), 

cosn(r)cosBcscosII(y). 


Da queste equazioni deduciamo 


cosIl[r)w 


cosIT(x) 

COSA 


'-(Sai) ■ 


cotang*n;x) 


scn*ll(x) cos’A 


cotangn(y,=' 


V 


senAcosII;x] 
scn’A — cos*n(a')' 
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Sostituendo in questa ultima equazione n(r)=:- — w, troviamo 


cotangII(jl= 


scnAsenu 


V sen’A— sen’i. 


Ma abbiamo veduto che il differenziale dell’area è d*eotann(|f), ciò che dà, essen- 
do applicalo al caso attuale 


<fecótaDgn(^;=senA 


dutanghi 


V scn’A— sen’u ' 


donde conchiudiamo, integrando da to=0, ciò che corrisponde ad *=0, ed osser- 
vando clic l'area espressa daH’integrale è anche espressa da B,che 


tangiodM 

2 ^ ® Vsen*A— sen’w 


in cui A è un angolo costante, mentre B è determinalo dall’ equazione 


cosB=i 


senA 


Se i>»=j, l'ipotcnusa diviene parallela al lato y e l’angolo B sarà eguale a zero. 
Si ha dunque in questo caso 

X 4 

_ V’ dldtangia 

— — A = senA\ ./ — — ‘ 

2 Vsen'A — senno 

Si può determinare il valore di un integrale più generale , considerando l’area dì 
un triangolo rettilineo qualunque , di cui i lati sono a, b, e t gli angoli opposti 
A, B, C, c dividendo quest’area in elementi per mezzo di rette parallele tra loro. 
Prendiamo il vertice dell’ angolo C per origine delle coordinale , ed il lato a per 

« 

asse delle ascisse x. Sia B=n(p), in cui >3 è una linea positiva se “<2 . ® nega- 
tiva se P-onduciamo per l’estremità dell’ascissa x una retta « parallela al 

lato e, prolunghiamo questa parallela sino a che seghi il lato b. L’angolo che que- 
sta parallela fa con l’ascissa x sarà n(p— a-t-x), donde segue che l’angolo che 
questa parallela fa con il prolungamento di x sarà Il'a — P— x). 
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Se prendiamo per elemento dell' arca del triangolo la parte di questo triangolo 
che è compresa fra due parallele u infinitamente vicine, avremo, secondo ciò che 
ò stato dimostrato più sopra, l'espressione seguente per questo elemento 

dS=-dnia— /3— a:) (1 —e-*). 

Riguardiamo y, » c u come variabili , c a e j3 come costanti. Le equazioni (19) , 
applicate al triangolo di cui i lati sono x, it, c I' angolo Ira questi due lati 
n(i8 — o-t-ar) danno 

cosTI^xì 

cotangCsenn(y3— a-H»lsenni.f)-+-cosn(/3 — aH-a?)=: 

cosll(u) 

Da questa equazione ricaviamo, ponendo, per abbreviare Il(/3 — a-»-*)=w. 


cosn(«)= 


cosll (*) 


indi 


Ma 


cotangCseniosenII(ar)-i-cost<) ' 

cotangl’.sencoscnn'®)+cosio-i-cosn(ir) 
colangr,senwsenn(x;-f-cosco — cosll(x) 

scnllfp — n)semo 


scnll(x)=senlll(p— a) — (p — a-i-x)l» 
nello stesso modo troviamo 

cosII(x)= 


I — cosIIfiS— ajcosio 
cosII(p — a) — costo 


1 — cosn,/3 — a)cosio 

La sostituzione di questi valori di senn(x),cosII(x) nella espressione di e*“ dà 

^ cotangCsen*tosenII(p — a)+cosii)[l — cosIli/3 — n)cosio]-t-cosn[/? — a) — costo 

cotangCsen*ioscnII'/3 — a)-|-costo[l — cosII(/3 — a)cosio] — cosII(P — a)-4-cosio 

cotangC8cn*tosenn(i8 — a)-t-cosn(ff — o)sen*co 

colangCscn*toscnn(/8 — a) -t-i costo — (1 +cos*to) eosII(/3 — a) 

e. troviamo in seguito 

(fn(a— ;3— x)=— </n(/3 — a+x)= — t/to , 

Dopo di chè il paragone delle due espressioni dell'arca del triangolo dà l'equazione 
R — A — B — C= 


— to+p^o^! 


cotangCsenII(p — a)sen*to-l-Scos(o — (I -t-cos*io)cosII{g — a) 
cotangCscnII(p — a)sen’to-t-cosll(g — ajsen’io 
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Se poniamo ancora II(;8—a]=«, questa equazione prenderà ia forma 


(it— A — B — C)(cotangCscna+coso)= 

(’u)=n(g i (ibi 

I senw^ cotangr^cnasen*(.j-i-2cosw — (l-i-cos*w)cosa 


in cui gli angoli A, B c la linea /8 debbono essere calcolati per mezzo delle equa- 
zioni 


a=n(/3 — a) , B=nf8), 


« 


eosA- 4 -cosBcosC: 


scnBsenC 

senn(o) 


di cui l'ultima è l'ullima delle equazioni (19) , applicala al triangolo che abbiamo 
consideralo. 

Si possono impiegare nella Pangeomctria, per fissare la posizione di un punto 
oltre delle coordinate rctlilinec c polari, degli archi di cérchi limiti , e questo ul- 
timo sistema offre anche molto vantaggio in rapporto alla semplicità delle formole. 

Determiniamo la posizione di un punto in un piano per mezzo delle coordinale 
rettangolari x, y, in modo che y sia la lunghezza della perpendicolare abbassata 
dal punto di cui si vuole determinare la posizione sull’ asse delle x, ed x la di- 
stanza del piede della perpendicolare y dall' origine delle coordinate. Sia if la lun- 
ghezza deH'arco di cerchio limite compreso tra il vertice della perpendicolare y e 
l'asse delle x, che è nello stesso tempo l’asse del cerchio limite, e chiamiamo $ la 
distanza del vertice del cerchio limile, che è situato sull'asse delle x, dall’origine 
delle coordinale. Abbiamo veduto che in questo caso 


ij=cotangn(^). 

In seguilo l'equazione del cerchio limile dà 


-(*— 5 ) 

e =senll (y) . 

Per mezzo di queste due equazioni, si possono esprimere if in funzione di x,y, 
0 viceversa x, y, in funzione di if , ciò che permette di passare dalla equazione 
di una linea espressa in x, y all'equazione di questa stessa linea espiessa in y 
0 reciprocamente. 

Il differenziale delle aree piane si esprime in l,y coll'equazione 

d? dy , 
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in cui S è l'area. 

Se riguardiamo S come funzione di x, y, abbiamo 

/dSV _ ^ 

\^} ~ di ' 

indi, differenziando per rapporto ad y. 

d*S 1 d»S _ I 
dxdy senn(y) senll(y) 

ciò che si accorda con quanto abbiamo trovato più sopra. 

Abbassiamo da un punto nello spazio la perpendicolare i sul piano delle coor- 
dinate X, y, e conduciamo per questa perpendicolare un piano che sega il piano 
delle a;, y in una rutta parallela all' asse delle x. Prendiamo questa intersezione , 
diretta dal lato del parallelismo, per asse di un cerchio limile che passa per il ver- 
tice della perpendicolare x , e sia ^ la lunghezza dell'arco di questo cerchio li- 
mite compreso tra il vertice z c quest’asse. Si ha 

^=cotangIl(i) 

I.A parte y della parallela all'asse delle s condotta per il piede deila perpendico- 
lare z e compresa Ira il vertice di ^ cd il piede di questa perpendicolare, sarà data 
dall' equazione 

sen n(r). 

L'arco di cerchio limite condotto per il piede di x in modo da avere l’asse delle 
» diretto dalla parte delle x positive per asse, e compreso tra quel punto e questo 
asse, avrà per lunghezza cotanglTy), el'arcoijdi cerchio limile condotto perii 
punto d'intersezione di ^ con il piano delle ^ey, avendo l'asse delle x diretto dalla 
parte delle 's positive per asse e compreso Ira quel punto e quest' asse, sarà dato, 
m virtù di ciò che è stato dimostrato dalla equazione 


cotangD(y] 

’'^”sénn(j) ■ 

Se chiamiamo ancora 5 la parte dell'asse delle a compresa Ira l’origine delle coor- 
dinale e r arco y, l’ equazione del cerchio limite dà 

g-*+5+v— senD(y). 

Da queste equazioni ricaviamo, non facendo variare da principio che z c ^ che 
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ne dipende, 

''^“^senlIW • 

-Non facendo variare che |r ed t/, viene 

</,= 

scun(y)seHlI(i) 

inalincnte non facendo variare che $ ed x, viene 

Non resta, per completare la nuova teoria geometrica denominataPangeometria, 
c che è basata sopra nuovi principìi più generali di quelli della geometria ordi- 
naria, che a dare i valori dei differenziali dell' area di una superficie curva e del 
volume di un corpo qualunque, espressi per mezzo delle coordinate che determi- 
nano la posizione di un punto nello spazio. 

Consideriamo a questo oggetto di nuovo il quadrilatero di cui due lati a, y sono 
perpendicolari al terzo r, e di cui il quarto lato c è perpendicolare ad y, c fa con 
a r angolo <f. 

Abbiamo trovato [equai. ià). 

uosn(y]sco$n(a)senn(x). 

Indi troviamo per mezzo delle equazioni (10) (M), chiamando r la diagonale con- 
dotta dal vertice dell’ angolo 9 al vertice dell’ angolo retto opposto , ed A l’angolo 
tra a? ed r 

cosn(r}cosA=cosn (x) , 
co8AtaDgn(«ja3tangII[r) . 

Da queste due equazioni ricaviamo 

eo8U(av)tangll(c)=sen n(r] . 

Ma 

senll(r)=seiin{a)sennix) , 

c per conseguenza 

tangn(c)=scnn(a)tangn[x). 

Se c ed ® sono tanto piccoli che si possano trascurare le potenze superiori rispetto 
alle inferiori, c prendere per valori approssimati di tangll[c), tangll(te) i seguenti 

langriicl=-, tangll(x)=- 
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c. 
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X 

senn(o) 

La retta c, che congiunge i vertici di a c di y non sarà perpendicolare ad y , se 
o=y nel quadrilatero. In questo) caso la retta che congiunge il punto medio^di c 
col punto medio di x, sarà perpendicolare a c e ad x. Possiamo dunque rimpiaz- 
zi 1 

zare nella equazione (i7) c con j c ed x con - * , ciò che non cambia la forma 

di questa equazione. Essa è cosi dimostrata anche per il caso di a=y, caso al 
quale la dimostrazione data più sopra non è immediatamenie applicabile. 

Le aree delle superficie curve hanno per misura la somma delle arce dei trian- 
goli, che formano una rete continua, di cui tutti i vertici sono situati sulla super- 
ficie. Questa misura sarà tanto più esatta per quanto le dimensioni dei triangoli 
saranno più piccoli.il limite al quale questa sommasi avvicina indefinitamente, se 
le dimetisioni dei triangoli diminuiscono indefinitamente , e dal quale essa può dif- 
ferire di una grandezza minore di ogni grandezza data , è detto il valore matema- 
tico dell'area della superficie. Determiniamo da principio l'area di un triangolo 
rettilineo reltangolo in funzione dei lati, che noi dinoteremo con a, b, e. Chiamia- 
mo gli angoli opposti a questi lati rispettivamente U;a), n(iS), 

Abbiamo veduto che si possono, in un tale triangolo , sostituire ad 

a, b, e, a, fi 

le linee 

a, a', p, b', c 

rispettivamente. 

Oltre a ciò, abbiamo trovato che 

in(é}=D(c-)-p)-i-n(c— p). 

Sostituiamo in questa equazione aaò, par, eca^ verrà 
n — 2n(a)=n(p-t-c)-hn(^— c) , 

0 

2 n«)=n(c— ^)— n(cH-p). 

Allo stesso modo troviamo 

2n(p)=n(c— a)— n(e-t-a). 

Cambiando, in questa ultima equazione, le lettere come è stato detto più sopra , 
si avrà 

2n(c)=n(p— i')-n(/3-»-A'). 
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211 (c) =n[a — a'] — n(a-i-a'). 

donde deduciamo, coi cambiamenlo di lettere indicato più sopra 

ìn;p)=n;AW')— n(ù'-i-a'). 

Allo stesso modo si ha 

2n,a)=n(a^— it')— , 

Sommando le due ultime equazioni , troviamo 

2n(a)+2n(P)=it— 2n(a'+i') 

dopo di che l’area del triangolo 4 è data dalla espressione seguente 

4=^— n(a)-n(/3)=n{o'-r-6’) 

ed in seguito 

tangÌA=e-‘‘'.c-*'=tang| i<c-in(o)]lan g|^^ , 

donde ricaviamo iinalmentc 

1 «“-I e *— 1 


Se a c A sono piccolissimi, in modo che sì possano trascurare le potenze superiori 
di a. A, c 4, questa formola dà 

4=5 a A, 

2 


come nella geometria ordinaria. 

Si sa che si può sempre scegliere in un triangolo rettilineo qualunque il lato c 
in modo che la perpendicolare h abbassala dal vertice dell' angolo opposto C sulla 
direzione di questo lato cada sul lato c stesso, c non sul suo prolunganrcnto. Que- 
sta perpendicolare divide il lato c in due parli, l'ima x adiacente all’angolo A, l'al- 
tra c — X adiacente all'angolo B. L'areaS di questo triangolo sarà eguale alla 
somma delle aree dei due triangoli rettangoli formati da questa perpendicolare , 
e sarà data daU'equazionc 


e*- t e*_i e‘-*— I c*— 1 


\ 

tang-S= 


■ c*-H '^7-^ 

^ e=‘—{ 


-1-1 ■ e*H -1 



7 
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equazione alla quale si può dare la forma 

1 (»•*-<)(»-<) 

(e‘H- 1 )(e*-H«)*-+- 2 e*(e*— <)(«'■*— 1) ’ 

Questa formola dà , se si trascurano le potenze superiori di S, h, c, rispetto alle 
inferiori 

S=rcA, 

2 

come nella geometria ordinaria. 

Abbiamo veduto che l'espressione deH’arca di un triangolo in funzione dei tre 
angoli A, B, C del triangolo era 

S=it — A — B — C. 

Ricaviamo il valore di A in funzione di o, b, c dalla sccoqda delle equazioni (19). 
Ciò dà l'equazione 

senn(4)8cnllic) 


dalla quale segue 


^ - 

cosA=— 

cosniò)cosn(r)’ 

i+eosn(ò)eosn;e)-!:!l5W!£^ 
2cos*1a= 


eosII(ò)cosn,c) 
Se sostituiamo in questa formola, in luogo di 

f -(-eosn(A)cosn(e), 

il suo valore 

senll(ò)senn(c) 

senD(ò-i-c) 

essa prende la forma 

1 fi 

2cos*-A =tangII(A)tangn'c) I — 

2 o / o , / scnilii 

Allo stesso modo si trova 


I 


scnll(ò-i-c) scnll(o) 


— 2sen*-A= tangll(ò)tangn(c) 
z 


1 


1 


senll(ò — c) senll(o) 


;]■ 


Da queste due formole deduciamo scn*A= 

. »TT/1\ »n/ \ I ^ — C 0 S*n(Ò)C 0 S*U[c) 

tang*n(ò) tang«n(e) L ^ 


1 


8cn*n(i)sen*n(c) senll(/7)senll(ò)senn(cj sen*IIla)J 
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0 sen*A= ^ ^ ^ 

tóng*n(ò)lang’IIjc) sen*n(4) "** senTI(e) senIl(a)senn(A)senn(c) * I 

Ponendo, per abbreviare, 


** scn*n 


1 


I 


2 


*n(a) sen’n(i). sen*II(c) senn(a)senII(A)senn (c) 

si ha 

(28) scnA=tangII(/«]tangn(c).P. 

Si può anche dare a P la forma seguente. 




^ senll{a))0~** scnll(6) X*”* senn(c)) 


— ^1-t- 


scnll{a) 

I 


senll(òj , 

1 


senll(a) scnn(6 scnll(e) 


■ 

r) 


simmetrica per rapporto ad a, b, c. 

Partendo dall’equazione (28), c riguardandovi? come una o antità indeterminata, 
si può trovare nel modo seguente che P deve essere una f izione simmetrica ri- 
spetto ad a, h, c. 

Moltiplichiamo l' equazione (28) per tangll(a); sostituiamo a senAtanglI(a) il suo 
valore scnBtangII[ò), ricavato dall'e<|uazione (13), c dividiamo dogo per tangll(ò); 
verrà 

senB= tangn(a)tangII(c).P. 


Holtiplicliiamo questa ultima equazione per tanglI(A) ; sostituiamo a scnBtangn(ò) 
il suo valore senCtangn(c), ricavato ilall’ equazione (13) , o dividiamo dopo per * 
tangll(c); avremo 

senG=tangII[a)tangn(A).P. 


Ciò dimostra che P è una funzione simmetrica dei lati a, b, e. 
Abbiamo già trovato 

senn(A)senII(c) 


I- 


cosA=- 


senll(a) 


cosn(ò)cosIl(c) 

0 , ciò che è la stessa cosa, 

cosA=tangn(A)Ungn(c) ( ,,„n(ò)sebn(e)- s7;^) ’ 
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Allo stesso modo si trova 

cosB=tangn(r)UngnM(-;;~-- . 

cosC=langn(n;tangn(6] (g^„u(a)senn(A) senn(e) ) ' 

Da questi valori di senA, cos.A.scnB, cosB, dcdueiàtno 

sen(A+B)=senAcosB+cosAscnB 


=tann(6)tang-n(c)tangn(«). P(,,„nJ)senll(a)” 
^-tangmWlangn(a)tangn(A).P.(^^;^jj^^ 

1 


ed in6nc 


=tangn(o;,tangn(A)tang‘n(r).P.(^J^+.^^ 


sen(A-t-B1= 


tangni«)iangn(A).’P. 


nW-’P. / 
1 '* 


senn(<;) 

< Y 

^senll^a) scnn(6)/ 


seiin(f) 

La terza delle equazioni (19) dà 

cosA-4-cos(B-i-C)=senBsenC 

Sostituiamo in questa equazione, in luogo di senB.senC, i loro valori ricavali dal- 
l’equazione (28); essa darà 

cos(B-l-C)=— COsA-Hangn(c)tang’n'n)tangn;6).P*. 

0 , ciò che è la stessa cosa 

, lannfAjtanglIlcl.P’ 

coa(B + C)=— cosA-i j — 2_L! — 

— hi 

senll(a) 

Per mezzo delle formole precedenti, troviamo 

cos(A-hB-4-C)=cosAcos(B-hC)— senAsen(B-t-C) 


= — cos’A-h 


tang’niò)tang’H(c).P‘ 


1- 

senll(a) 


-Hi 


V ! 

Vsenn(/;)s 


nn(/;)senll|r) scnll(a 


i)) 
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lang*n (t)iang*n[c).P* 

4-1 


Y_1 

Vsenll 


^ ^ VsenlllA) senll(c] 

senll(a) 


> 


4 tang*n(i)lang*n(c).P* 

2cos4(A+B-t-C)=scn*A4-- ® ' 


1 




/ ! 

\senn(A)scnn(c) sen llja) / 


senTI(a) 

tang’n(A)lang’n(f).P’/ 1 < \ 

nnw /■ 


\ 


senn(n' 

.1 


-+-I 


^senili?-) senll(c) < 


2cos* -(A-4*B-+-C)=tan g’n(A)l ang*n(c) .P* 


tang*n(i)tang’n(c).P’, 


I 


senll(a) 


+ 1 


( L_ 

\ senn[A)sen 


lll(c)/ 


lang*n(A)lang*n(c).P* 
1 


senn(a) 


-1 


II(<r) sonll(a) senll[6) senll(c), 


1 


5eiiII(A)senn(f) senll(é) sptill(c) 


==tangm!a)ungm:6)lang-nir).P’( l). 


Ma è stato dimostrato clic I' area del triangolo 

A=«— A— B— C ; 


per conseguenza sen — = 


A.langn(a)langn(A)tann(c).P .|/ (_1 A/_J , n 

v/d r \senll(a) y^^scnn(é) /\senn{c) ) 

Se a, b, e sono piccolissimi, in modo che si possa porre con un'approssimazione 
sulTicientc, 

^ ^ < I ^ ^ ■ —I i-Lfi 

scnll(n) 2 ’ senll(ò) 2 ’8enn(c) 2 ’ 

tangII(a)=-^(4— 

tangn(4)=^ ^1— i 6*) , langn(r) — g c‘ ) 
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)/ 54 )( 


1 1 , / 

sen-l=-J/ 

0 , trascurando le potenze di à superiori alla prima 

A— X/" 

Vi , 


Determiniamo la posizione di un punto nello spazio per mezzo di tre coordinate 
rettangolari: x perpendicolare al piano delle xy , y perpendicolare abbassata dal 
piede di z sull’asse delle x, ed x parte dell’asse delle x compresa tra l’origine delle 
coordinate ed il piede di y. Prendiamo sulla superficie curva, di cui si vuol deter- 
minare l’elemento delfarca, tre punti , c siano le coordinato del primo punto 
X, y, X, le coordinate del secondo punto 


x+,fx. y, 

c le coordinate del terzo punto 




Chiamiamo t la distanza tra i vertici di due perpendicolari all' asso delle x eguali 
ad y, che intercettano tra loro una parte dx di quest’ asse. Supponendo dx , dy 
infinilamentc piccoli, avremo in virtù dell' equazione (B7) 


dx 

senn(y) 


La distanza dei due primi punti presi sulla superfìcie curva forma un triangolo 
con le rette di cui le lunghezze sono 


. senn(y)scnn[r) ’ vrf»/ 

Possiamo considerare questo triangolo , a motivo della piccolezza dei suoi lati, co- 
me un triangolo di cui l'ipotcnusa è la distanza tra i due primi punti presi sulla 
superfìcie. Avremo dunque, per il quadrato di questa distanza 


\ ' 1/ 

dzyi 

•■sen*n[y)scn*n(z) V 

djc/i 
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Allo stesso modo troviamo perii quadrato della distanza del primo punto dal terzo, 


' son* 


sen’n(x) 



e per il quadralo della distanza del secondo punto dal terzo 


dx* 


dii’ 


sen‘ll(p)sen*n(i) sen*II(*) 




L'arca del triangolo di cui i iati sono le distanze del primo punto preso sulla su- 
perficie curva dal secondo, dei secondo dal terzo c del terzo dal primo , e di coi la 
somma dei tre angoli sarà sensibilmente eguale a n, a motivo della piccolezza dei 
lati, sarà, in virtù della formolo dimostrata più sopra e dei valori cbc abbiamo 
trovati per i quadrati dei suoi lati, 

d«S _ 1 I / 1 /dz\‘ i 

dxdy 2jenn(») r 'd*/ scn*n(yAdy/ seull*(y)sen‘n;»l ’ 

ciò cbc è l’elcrocnto dell’area della superficie curva di cui l'equazione è 




Applichiamo questa espressione ad una sfera di raggio r.Se l'origine delle coor- 
dinate è al centro della sfera, l’equazione della sfera darà 


ed in seguito 



cosll(x) 

\dJ • 

cosll(j) 


cosi! (y) 

^dyf- 

rosn(z) 

sen*nC*)sen*n(y) 


cosll (r) 8en*n|'a)sen*n(y) d*S 

sen*n(r)' ^ sen*n(a:)sen»n(y)— sen*n(r)~ <fll{»)dn(y) 


Holtiplichiamo per dll(y),cd integriamo da 8enII(y).-= 
verrà 


senll(r) 

senn(x)' 


sino a n(y)= -a ; 


dS 

dn(I) 


= 2KsenIl(ar) 


cosll(r) 

sen*n(r)' 
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Moltiplichiamo ancora per dO^a), cd integriamo da n(a}z='3v; avremo 

2 

2acosO(r)cosn;x) 

(»en*n(r) ’ 

che è l’arca della superficie del segmento di sfera compreso tra due piani per- 
pendicolari ad uno stesso raggio, di cui l'uno passa per il centro della sfera c l'al- 
tro ad una distanzaadal centro. Per avere l'area della superfìcie della sfera intera 
bisogna mettere in questa formola x=r, o raddoppiare il risultato. In questo 
modo si ha, per l’area della superficie della sfera intera, l'espressione 

4ircotang*Il{r) , 

«(e'— e-')*. 

Se r è tanto piccolo che si possano trascurare le potenze superiori di r, questa 
espressione si riduce a 4»r* come nella geometria ordinaria. 

Poniamo 

cos<(/a=i tangU(r)cotangn(p) , 
cosn(*)=cosII('r)seni|/sen9 , 

ed introduciamo le nuove variabili 41, 9 in luogo di ar, y, nella espressione del- 
l'elemento della superficie della sfera di raggio r che abbiamo in vista. 

Troviamo 

d*S oosll(r) s«»»y/T — cos*n(r)sen*4scn^9 

dipelai senlltr) ' 1 — cos’n(r)scn*4' 


ii=u sino a 


Moltiplichiamo questa equazione per M’iidif , ed integriamo da i/- 

+ = ^. edapssO sinoa 9=— , ciò ohe ci darà la superficie della sfera intera. 
2 2 ' 

Eguagliando questa espressione della superficie della sfera intera all' espressione 
della stessa superficie che abbiamo trovata più sopra, conchiudiamo che 


(30) 


ic 

senll(r) 



ipV 1 — cos*n(r)sen’4-sen"9 
I — cos*n(r)scn’4 


Se dinotiamo con E(a) l'integrale ellittico 


E(a)= 


dfV I — a*i 


'scn’f ’ 
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in cui o è la costante che si trova sotto il segno integrale, abbiamo 

rfjìE(ar) 


senll(r) 


/o (I— 




Poneinloa noH’integralc (30), -;r — “ H in luoj^o di n(r), viene 


^ p'I p ^(|>(/9sen(|'senU 

J ^ — sen*<lsen*fflscn*R 


CiTettUiindo Tintegrazionc rispetto a nei litniti indicati, troviamo 

t/ ^ SC09 \1 — sen^scnU / 

clic, mettendo (I^a?) in luogo di 9, prende la forma 


/e*'-t-1+c“scnRs 
*senR/ 


ke“+l- 

I.’inlcgra 2 Ìone per parti riduce questa espressione ad 

1 R (e’“ — l)e*.a!d» 

rViiR” „ 


(III) 


e“- i-i«“eosiR -»-1 


Per R= g. questa equazione dà 
1 


s J , 


x> (‘xdx 


È facile dimostrare che l'equazione (31) resta vera, quand’anche si metta in luogo 
ili cos R un numero maggiore della unità. 

In effetti si ha 

p iii]/logcotangj<)<=0, 
donde segue che, per ogni numero o, 

pV. \ 

/ di|dog(e'’cotang-()))=aK. 

a/ 0 2 

Trasformiamo questo integrale, ponendo r" cotang |i)i=e*; verrà 


r. 


xdx 


. „-i-ro 
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Si può (lare facilmente a questa equazione la forma seguente 

/ X (e * — i f ita 

„ ~ÌV_p-.y ' 

ila cui si ritorna alla equazione (31) riiupiazzunjo a con 
Se premliamo per coordinate degli archi di cerchio limite, l'uno ^ situato in un 
piano che passa per la perpendicolare abbassata dal punto dato sul pianoir// o per 
una parallela all' asse delle ir condotta per il piede di questa perpendicolare , ed 
avendo questa parallela per asse; l'altro i) situalo ne! piano xy, avendo l’asse delle 
X per asse, e passando per il piede di c se prendiamo per terza coordinata la 
parte 5 deH'assc delle x compresa tra rorigine delle coordinate ed il vertice del 
secondo arco, l'elemento del volume P deve essere dììdìjd^. Si ha dunque 

</’P=(f5,/^d^. 

Poniamo ancora ^=colaiign,;), In cui j è la perpendicolare abbassata dal punto 
dato sul piano xy, avremo 

(i’P _ I 
d^dtjdz senn(j) 

Dalla equazione del ccrebio limite ricaviamo 

c"''=senn (z) , 

in cui p dinota la distanza del punto d’intersezione dell' arco 4" col piano xj/ dal 
piede della perpendicolare. Osservando che, in conseguenza della equazione del 
cerchio limile e del valore dell’arco di cerchio limite in funzione dell'ordinata, si ha 

colangn{j/)=-,)c''’, 

■‘'=scnn(i)senn[y) , 

si trova 

di) I 

— — — — — — , dxz=di ; 

dy seiillò/)senn(z) 

donde segue che 

(i»P I 

dxdydz scnll(y)sen’n(*) ' 

Moltiplicando questa espressione per dx, ed integrando rispetto ad x da x=0 tro- 
viamo 

d»P X 

dyd: senn,y)sen*n(z) 
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Molliplicanilo la stessa espressione per rfy, ed integrando rispetto ad y da y=0, 


d*r eolanglT(y) 

itxdz son‘n(i) 


ed inflne, moltiplieando per ds, ed integrando rispetto a i da »=0. 


■fi- 

dzdy 


I 

8senn{!/ 




Se si moltiplica la penultima di queste espressioni per dx dx, s'integra 'la princi - 
pio rispetto a x sino al valor ili : ricavato dalla equazione 

senll[r)=scnn(.r)senni», 


cpoi rispetto ad x da j=0sino ad x=r, e si moltiplica il risultato per 8, per avere 
il valore della sfera intera, si troverà il volume della sfera intera eguale ad 



che dà , per r piceolissimo 


V 


’ 3 


ar’, come nella geometria 


ordinaria. 


Sia, per esprimere l’elemento di volume iti coordinate polari , r la distanza dcl- 
l’origine delle coordinate da un punto dello spazio, di cui la coordinate rettangolari 
sono X, y, x. (’.liiamiamo q la retta condotta nel piano asy dall’ origine delle coor- 
dinate al piede di x\ 0 l'angolo tra r c q; w l’ angolo tra q o l'asse delle x posi- 
tive. Poniamo ancora 


n(a;)=x , n(y)=Y, n(s)=z , ti(r)=R , n(7)=y. 

Conduciamo un piano perpendicolare all’asse delle x , c che passa per il punto 
dato. Sia r’ la retta condotta in questo piano dal punto dato aH'assc delle x e po- 
niamo n(r'}=lt . Costruiamo infine una sfera di raggio r , di cui il centro coincide 
con I origine delle coordinate. Il piano ary seglier.à questa sfera secondo un cerchio 
massimo, di etti la circonferenza s.arà eguale , per ciò che t stato dimostrato più 
sopra, a 

iccolangU 

l.a parte di questa circonferenza intercettata da due piani che passano tutti c due 
per l'asse delle j, ed inclinati l'uno sull’altro sotto l’angolo io, deve essere 


ocolangR . 
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La circonferenza di ccreliio prodotta dall’ intersezione della stessa sfera col piano 
che passa per il punto dato, e che è perpendicolare aH'assc delle z, sarà eguale a 

SucotangR'. 

e la parte di questa circonferenza , intercettata tra i due piani che passano per 
l’asse delle i e sono inclinati l’uno sull' altro sotto l’ angolo io, deve essere 

locotangU', 

L’accrescimento di quest’ultimo arco, prodotto dall’accrescimento dio dell’ angolo 
IO, deve essere 

diocotangR'. 

Il triangolo di cui l'ipotenusa è r, l’uno dei lati dell’ angolo retto »■', c di cui l’ an- 
golo opposto ad — 9, dà (per l’equazione 13), 


tangR'cos9=tangR, 

donde segue che 

diocotangR'=diocosOcotang K . 

La circonferenza del cerchio che è l’intersezione della stessa sfera con un piano 
condotto per l’asse delle i è eguale a 

incolangR , 

c r arco di questo cerchio che corrisponde all’angolo 0 al ecntro deve essere 

OcolangR , 

donde segue che l’ accrescinienio di quest’ arco , che corrisponde ad un accresci- 
mento d9 dell’angolo 6, deve essere 

dScotangR. 

Se tutti gli accrescimenti sono infìnitamente piccoli, l' elemento del volume sarà, 
come nella geometria ordinaria, espresso nel prodotto delle tre linee perpendico- 
lari tra loro 

dr , i/wcosdcotangR , dOcotangR, 

poiché esso può essere considerato come un prisma. Si avrà dunque l'espressione 
seguente dell’elemento di volume in coordinate polari, 
drdiad9cos6cotang’R=(f’l'. 

0 , sostituendo pcrcolang'R il suo valore in r, 

d’P= ^drdoìd9cosO(e' — e*')’, 
i 

Integrando da principio rispetto ad r da r=0 , viene 

i/*r= irf i.jdOcosfl(c*'' — — 4 r) . 
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Per la sfera di cui il centro è all'origine delle coordinate, r, non dipende da 9 e da 
w. Integrando rispetto ad io da o=0 sino ad Mrriit, c per rapporto a 9 da 9=0 

sino a 9=je, raddoppiando il risultato , viene , per il volunae della sfera intera, 



— ir) , come più sopra. 


Prendiamo ora una parte S della 'superficie di una sfera limite terminala da un 
contorno rientrante in se stesso; conduciamo per i dilTcrcnli punti di questo con- 
torno delle rette parallele aU'asse della sfera; esse formeranno una superficie, clic 
chiameranno , per analogia , conica , c che si estende indcfinitamcnlc dalle due 
parli, ma di cui consideriamo solamente la parte situata dal lato del parallelismo 
degli assi della .°fcra limite. Sia S' la parte di una seconda sfera limite, di cui gli 
assi sono paralleli agli assi della prima e diretti nello stesso senso, parte ehc t nel- 
l’ interno della superficie conica. S, S' e la parte della superficie conica situata tra 
le due sfere limiti racchiudono un volume finito in ogni senso, che ci proponiamo 
di determinare. Chiamiamo c la parte di un asse delle due sfere intercetta tra lo- 
ro; applichiamo una lunghcm eguale a c molle volte sopra uno degli assi della 
prima sfera che passa per uno dei punti del contorno di S, a partire dal punto in 
cui quest’asse incontra S', e conduciamo per i punti di divisione delle sfere limi- 
ti , di cui gli assi siano paralleli agli assi delle due prime c diretti nello stesso 
senso. Siano S", S'". . . le parti di queste sfere limiti consecutive comprese nella 
.superficie conjpa. Segue facilmente, da ciò che i! stalo dimostralo più sopra ri- 
spetto agli archi ili cerchio limile situati come lo .sono le parli di sfera limile che 
ora consideriamo, che si avrà sempre 


S’=Se-‘ 

S’'=Sc-‘‘ 

S'"=.Se-'' , 

c cosi di seguilo, 

Chiamiamo similmente P, P', P", P"' ì volumi inlcrocltati dalla superficie co- 

nica Ira S, S', Ira S', S’', c cosi di seguito , c facciamo attenzione a ciò che i vo- 
lumi P, P', P",. . .debbono essere proporzionali alle superficie .S, S’, S",. . . 
Dobbiamo dunque avere 

P=(>1 , 


in cui C ò una funzione di c solo. Segue da ciò che 
P'=(S'=C.Sc-‘' 

P"=CS"=CSe-*', 

c cosi di seguilo. 

30 

[.a somma£ P'" .sarà dunque il volume compreso nella superficie conica , di cui 
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la base è S, e che è infinitamente prolungala dal lato del parallelismo delle gonc- 
ralriek Sia K questo volume, avremo 


Questa grandezza non deve dipendere da «, il che esige che si abbia 

r,=;i— «-•■), V, 

in cui A è un numero assoluto ; e come I’ unità di volume è arbitraria noi prcn- 
dcicmo 

nello scopo clic il volume 1*, essendo 

r=i SI I , 

divenga cS, se c è infinitamente piccolo, espressione che coincido con l'espres- 
sione del Volume di un prisma di base S c di altezza c nella geometria ordina- 
ria. Si può ancora prendere per relemcnio di volume il volume comnreso in una 
superficie conica Tormata dagli assi di una superficie di sfera limite, assi die sono 
condotti per tutti i punti del contorno di una parte di questa superficie infinita- 
mente piccola in tutti i sensi- 

li gran numero di espressioni differenti per l' elemento della stessa grandezza 
geomeirica, dà dei mezzi per il paragone degli integrali , mezzi che sono soprat- 
tutto utili nella teorica degli integrali definiti. 

Avendo mostrato' in ciò clic precedo in qual modo bisogna calcolare la lunglicz • 
za delle linee curve, l’arca delle superficie ed il volume dei corpi , ci 6 permesso 
d'alTermare che la Pangeometria è una dottrina geometrica completa. Un semplice 
colpo d' occhio sulle equazioni fi 9), clic esprimono la dipendenza esistente tra 
lati e gli angoli dei triangoli rettilinei, è sufficiente per dimostrare chea partire 
di là la Pangeometria diviene un mctoilo analitico clic rimpiazza c generalizza i 
metodi analitici della geometria ordinaria. Si potrebbe incominciare 1' esposizione, 
della Pangeometria dalle equazioni (19) ed anche cercare di sostituire a queste 
equazioni altre equazioni che esprimerebbero le dipendenze tra gli angoli c i lati 
di ogni triangolo rettilineo; ma in quest’ ultimo caso bisognerebbe dimostrare clic 
queste nuove equazioni si accordano con le nozioni fondamentali della geometria. 
Le equazioni (19), essendo state dedotte da queste nozioni fomlamentali, si accor- 
dano dunque, nece.ssariamcntc con esse, c tutte le equazioni clic si volessero loro 
sostituire, se queste equazioni non sono una conseguenza delle equazioni (19), 
debbono condurre a risultari contrarii a queste nozioni. Cosi le equazioni (19), sono' 
là base della geometria più generale, poiché esse non dipendono dalla siipposi- 
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zumc clic la somma dei Ire angoli di ogni triangolo rellilinco sia eguale a due an- 
goli retti. 

I.a l’angeomctria, elle è fondata sopra pri neipii certi, e clic e stala sviluppala in 
ciò elle precede , dà, come si è veduto, dei metodi atti a calcolare il valore delle 
dilTerenli grandezze geomctriclic e diimisira nello stesso tempo clic la supposizio- 
ne, clic il valore della somma dei tre angoli di ogni triangolo rettilineo è costante, 
supposizione adottata esplicitamente o implieitamentc ndlla geometria ordinaria, 
non è una conseguenza necessaria delle nostre nozioni sullo spazio. Non vi è clic 
resperienza, la quale possa confermare la verità di questa supposizione, por cscm- 
|iio con la misura efleltiva dei tre angoli di un triangolo rrtliliiieo, misura clic può 
essere efielluala in dilTerenli maniere. Si possono misurare i tre angoli d'un trian- 
golo rellilinco costruito sopra un piano arlificialc, o pure i tre angoli d'un trian- 
golo rettilineo nello spazio.’ In quest'ultimo caso, si dovranno preferire i triangoli 
di cui i lati sono grandissimi , poiché secondo la l’angcomctria , la dilTerenza fra 
due angoli retti e la somma dei Ire angoli d’un triangolo rettilineo è tanto mag- 
giore quanto più grandi sono i lati. 

Sia r il raggio di un cerchio, K un angolo al centro, di cui i lati comprendano 
un arco sotteso da una corda eguale ad r. Chiamiamo p la perpendicolare abbas- 
sala dal centro del cerchio su questa corda, che è divisa in due parti eguali dal 
piede della perpendicolare. Consideriamo uno dei due triangoli rettilinei rcllan- 
goli formali da questa perpendicolare, i raggi del cerchio situali sui lati dell’ an- 
golo A c la corda; triangolo di cui l' ipotcnusa sarà r, ed i lati perpendicolari tra 

loro ^ e, p. 

l’or l’equazione generale (13), si avrà in questo triangolo 

I T 

sciiy Alangll ;-r)=langn(rj, 
equazione che, combinala con l’equazione identica 

sen*n(^r) 

tangnKr)=— — 

ìeosn(^r) 

(là 

\ \ I . 

scn-Ass^ senll(y)r. 

'IS'elia ^ooMK'tria oniinnria si ha 
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Supponiamo che la misura elTeltiva dia 

in cui K è un numero positivo. 

Si dovrà dunque avere 



Se r e K sono dati, si può ricavare da questa equazione il valore di n(-r), per mezzo 

di che si può trovare l' angolo di parallelismo II[») per ogni linea x. |,e disianze 
tra i corpi celesti ci forniscono il mezzo di osservare gli angoli di triangoli di cui 
i lati sono grandissimi. Sia a la latitudine geocentrica di una stella fissa ad un epo- 
ca fìssa, e ^ un'altra latitudine geocentrica della stessa stella, latitudine che cor- 
risponde all'epoc.t in cui la terra si trova di nuovo nel piano perpendicolare al- 
l'eclittica, condotto per la sua prima posizione (vale a dire la posizione in cui la la- 
titudine della stella era a); sia ìa la distanza tra queste due posizioni dclla.tcrra c 
5 I' angolo sotto il quale è veduta la distanza ia dalla stella. 

Se gli angoli a, ^,S non soddisfano alla relazione 

ciò sarà un segno che la somma dei tre angoli di questo triangolo differisce da 
due angoli retti. 

Sì può scegliere la stella in modo che ® sia eguale a zero , c si potrà sempre 
supporre che esìsta una linea x tale che 

nir)=«. 

Se d=ll, le rette condotte dalle due posizioni della terra alla stella possono essere 
stimate parallele, e per conseguenza si dovrà avere 

fi =11 (»-4-2a) , 


donde segue, per ciò che è stalo dimostrato più sopra , che 

4 

tang|a=e-* , 
langiy8=«-"'-®‘’ 

Tutte le volle che l'osservazione avrà dato, per una stella rispetto alla quale I' an- 
golo dinotato coni è zero , due angoli a, g, diITcrenli , le due ultime equazioni 
daranno a: ed a espressi per mezzo della linea presa per unità nella Pangeomeiria. 
Avendo cosi la linea i, che corrisponde ad un angolo di parallelismo Ilfx; , si po- 
trà calcolare 1' angolo di Parallelismo n{y) per ogni linea y data. 




Digitized by Google 


